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LEÇONS   SI  K    Li:S    lONCÏKlNS 


1)1  I  IMI.S    l'Ait 


LES    EUIATIONS    1)1  FFEU i:\TI KLLKS 

1)1     I'I!I:M  IKI!    n|;iHii:. 


INTUOniCIION, 


Je  me  propose  de  cons;icrer  ces  leçons  à  1  «'■tiidr  ([*'<  <(jiiiilnins 
tlidéreiilielles  du  premier  ordre.  Je  ne  traiterai,  d'ailleurs,  de  ce 
vaste  sujet  (jue  quelques  points  j»;irli(iilicrv.  coiisiflétunl  pi-incij);i- 
lement  des  équations  de  la  forme 

dy        V(x,  y) 

ax        Q  (  r,  >- 1 

et  |)lus  spt'Cialement  ré<jii,iln)ii 

^  --  Ao-^-  A,  r  ^  A^/^-i-  \,y^  =  .., 

où  les  A  sont  des  polvmtmcs  en  x. 

I*eut-ètre  n  esl-il  pii>^  miililc.  au  seuil  ili-  telle  élude,  dfn 
earaelériseï"  ltriè\emenl  1  ohjel  el  le  pninl  de  \ue. 

Il  y  a  entre  la  llu-oiie  îles  ('(pialions  diiiV-rentielles  et  la  théorie 
j:;ént'ral«'  Ac-^  ((tiict  iniis  nue  élidilc  parente.  San»  doute  la  »ei<inde 
définit  arbitrairement  les  classes  de  transeeadanles  (ju'elle  consi- 
dère, tandis  que  la  premièi-e  ('•tudie  des  Ivpes  île  l'onctions  (jui  lui 
sont   imposc's  du  deli<M».  Il   ii  eu  e-t   pas  moins  \rai  cpie  h's  d»'U\ 

tll('-(iries    stilll    ((iIllie\<'S.   et    (pi  a    Iniile    e\(dutl(in  de    1  une  duil  eor- 
respomlre  une  scmhlahle  évolution  de  1  aiilic. 

(  )r,  chacun  sait  (pie  depuis  nue  viiii;laine  d  années  l,i  théorie 
«h's  loiietion»  a  éprouve  nue  (  oniplete  rénovation. 

It.  I 


2  INTIIOIII  ITION. 

l."('Hi<l<'  <lc^  lon(li<ni>  ;iii;ilvli(ni('S  t'tail  poui'  W  eicrslrass  une 
t'Iiidr  l«M.ilf.  Il  s'ai;issail  «le  ir|)rrseiilor  uno  fonction  et  d'en 
rccniiiiailii-  !<•>>  |ii()|iiii'l(''>  an  \()i^liiaj;i'  liniin'd  lal  d  un  |)niiil  donné. 
|)uii  I.-  iiMc  |ii  i\  ili'':;i«''  allill)iu'-  aux  tlc'V«'lo|i|)eiuenls  convergeant 
diii^  lin  c»i(  le  lui  dans  uno  coufonne  dt-crile  autour  d'un  point. 
{•..m  ICroIr  (!<•  \\  «ierslrass,  lit'linir  une  l'onction,  c'est  en  somme 
se  doiiuei-  une  -^t'-rie  de  'l'avlor.  |)uisc|ue  aussi  bien  de  cette  série 
on  peut  tlirt,ii(jit('ni('nt,  par  la  méthode  du  prolonf;enient  analy- 
tique, déduire  la  xaleui"  de  la  l'onction  en  tout  point  où  elle  est 
d»'-liuie  (  '  ). 

Les  méthodes  des  fondateurs  de  la  tln'orle  des  fonctions  ont 
longtemps  j)ré\alu.  Puis  la  fécondité  s'en  ralentit.  Défait,  en  cher- 
chant à  dé<luiie  les  propriétés  d'une  fonction  de  son  développe- 
luciit  111  M  rie  de  'lavlor,  on  se  heurtait  à  des  difficultés  inextri- 
cabhs.  M.  Hadamard  n'en  triompha  complètement  que  dans  des 
cas  particuliers,  cas  où  I  on  ne  rencontre  fpie  des  singularités 
polaires  sur  le  cercle  de  convergence  de  la  série  ( -). 

Ainsi  arrêtée  dans  ses  progrès,  la  théorie  des  fonctions  chercha 
des  \oies  nouvcdies.  Cessant  de  se  confondre  avec  l'étude  des  sé- 
ries de  Taylor.  elle  adopta  de  nouxeaux  modes  de  représentation 
des  transcendantes  :  développements  en  produits  infinis  (déjà 
consid('rés  par  \\  eierslrass),  développements  en  s<''ries  de  poly- 
nonu's,  dé'V(doppements  en  séries  di\ergentes  sommahles,  déve- 
lopp<inenl>  con\eigeanl  liaus  une  étoile  de  Mittag-Leftler.  Grâce 
à  ces  dévelo|)penients,  les  transcendantes  n  étaient  plus  définies  au 
voisinage  exclusif  d'un  point,  mais  dans  des  D-gions  de  plus  en 
plus  étendues. 

Kn  même  temps  les  analystes  portaient  leur  attention  sur  cer- 
taines propriétés  générales  des  fonctions  cpii  ne  dépendent  pas  de 
la  foi-me  de  repr(''seiilation  choisie,  l  ne  telle  propriété  est  le  mode 
df  ir<M^>aner  dont  I  élude  svsli'inalKpie.  iiiaugui'ee  pai'  M.  l>oic|, 
pioiiirl   (I  ("lie   I  iiiilneiisr.    iJu   nu'me   ordre  -.oui    les  lois.  id)|els  île 


(')  Cf.  IIakamaiu»,  L'ssui  siif  l'étude  Jes  fonctionx  données  j>ar  leur 
dé\'eloppement  de  Ttiylor  :  «  (3n  peut  donc  dire  que  se  donner  une  fonc- 
lion  unalytiijue  non  singulière  :iii  point  x„,  c'est  se  donner  une  suite  de 
oocflicient»  a,,  et.^ «„,  tels  (]ii.'  I.i  série  Sa^x""  ne  soit  |)as  Inujouis  diver- 
gente. » 

(')    Voir  les  /.erons  sur  tcx  fonrt'io/is  ini-romor/ilifs  de  M    Iturcl.  Cli;i|i.   Il 
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travaux  tout  n'-couls,  (|iii  liiniUMil  le  uoinhrc  des  z(!-ros  pic-scnlés 
jiar  une  lonclion  analytlcjuc  dans  un  (loinaiac  ilonni*. 

La  llit'oiK'  (les  loïK'lKins.  (|c|)iii>  (|u  elle  s'est  ('cai'lée  de  l.i  roiih; 
trop  droite  tracée  par  \\  eierstrass,  a  sans  doute  quehnic  |i(ii  vaga- 
bondi'-.  Elle  n'en  a  pas  moins  franchi  une  étape  iniporhuile  :  de 
locale  qu'elle  était,  elle  r^i  dcNcnuc  intéf^rale. 

Quel  lui.  pendant  ce  lf'nip>.  Ir  clicnnii  parcoinii  |»ar  l;i  tln'Oiie 
des  équations  diliV-i'cntielles? 

Comme  lélude  des  l'onctions  anal vticpies.  l'é-lude  îles  é(piali(uis 
difrérenli(dle>  lui  eu  principe  une  élude  locale.  Il  s  ai;issait.  é'tant 
donnée  une  équation  didérentielle  :  i"  de  reconnaître  s'il  existe 
des  intégrales  de  cette  équation  satisfaisant  à  des  conditions  ini- 
tiales données;  2"  de  représenter  ces  intégrales  par  des  développe- 
ments en  S(''ries  ron\ergeant  au  voisinage  des  conditions  initiales. 

Le  prohième  fut  ru'-soju  p:ii'  Caucliy  dans  le  cas  où  le  second 
membre  de  léquation 

0)  ^  =/--'■» 

est,  au  voisinage  des  valeurs  initiales  x„,  in,  une  fonction  liolo- 
morplie  de  .r  et  t  ou  l'iinerse  d'une  fonction  liolomorphe.  En  ce 
cas.  ["('(piiilion  (  1  )  admet  une  et  une  seule  intégrale  égale  à  )'o  pour 
ûc  =  Xo  '■  cette  intégrale  est  développable  en  série  de  Taylor  par 
rapport  aux  puissances  croissantes  de  x  —  .r^  ou  fLuno  puissance 
fractionnaire  de  x  —  x,,. 

Ce  premier  résultai  acipiis,  les  analystes  se  pn-occnpèient  de 
rétendre  en  toute  rigueur  aux  systèmes  comprenant  plusieurs 
('■quali(uis  diUéienlielles  ordinaires  ou  aux  dérivt'es  paitielles. 
l'uis  ils  passèrent  à  I  examen  des  cas  où  la  méthode  de  Cauchy  se 
IroiiNc  en  d(''laiil.  (  Urarrive-t-il.  par  exemple,  si,  pour  x  =  Xo, 
y^yo'  1^'  »t,'C(»ud  membre  de  ré(|ualion  (\)  se  j)résente  sous  une 
forme  indéterminée  telle  que  -'.MA'  nouveau  problèuu',  posé  par 
Biiol  el  l)nii(piel,  a  ('te''  ('liidié-  d'un  point  de  vue  qui  rappelle  fort 
le  pmul   de  vue  de  Caiicliy  et   de  \\  iiei'sli;iss.  (  )ii  ^Cs]  demiindt'  si, 

au  cas  ou  /(./•„,>'„)=  ,  I  («pialion  ii)  possède  de>  intè-^r;des 
égales  à  Vo  pour  .r  =  ./„:  lt.i-<pi."  d<'  telles  intégrales  exi>leut. 
on  a  cherché  (')  à  les  represenler  |)ar  de>  séries  de  puissances  de 


(  ')  INous  reviendrons  sur  ces  questions  au  Cli;iiiitie  I\  . 


4  IMHODUCTION. 

mit'  i>ii  il"'  iliiix  \  ;iii.il>l<'S  I  |)iii'  ('\('iii|)lc.  |iiii>>;inccs  «le  ./'  Cl  de  X^^ 
).  cl.iiil  mil'  (■(in>l;iiil(' :  on  |)iiis-^;iii(ts  de  ./•  cl  ih;  loj^j:).  Ia'  pro- 
lilciiic  ;iliisi  [tosé,  déjà  ii-^liidil  |)lll^(|u  d  uenvisagetiit  les  inlc- 
^r.drs  (111  iiii  xdÎMiuiL;»'  i iiiiikmIiiiI  des  côudilions  mitiidcs.  ce  jiro- 
lilciiir  M'  |);irllciilarisa  oucore,  cl  Ichioiic»'  en  lui  |)r(''('i.sé  en  ces 
1(1  ino  :  rccdiiuailic  s'il  existe  des  iiilé<;rides  (|iii  leiidenl  vers  )'„ 
Idixiiic  la  \arial»lc  ,/■  Iciid  Ncrs  ./(,  le  loiii;  d  un  cliciniii  convena- 
blenient  clioisi.  (  hiinU  iendrait-il  si  jc  déviail  légèreinenl  du 
clieinin  doiil  l^'iiouié  précédent  suppose  l'existence?  C'est  là  une 
(Mieslion  (in  (111  ne  s'est  guère  posée  jusqu'ici  et  que  cependant  il 
iniporlci  ail  lorl  d  ('•Incider. 

Lorsque  la  \aleur  iniliale  x^^  est  un  point  singulier  essentiel  de 
Téqualion  (i),  les  métliodes  de  Briot  et  Boiupiet  et  de  leurs  succes- 
seurs ne  sont  [ilus  applicables.  Que  faire  alors?  Le  point  dinler- 
rogation  subsiste  si  nous  consultons  le  Traité  le  plus  complet  qui 
ait  été  |Hibllé  réceniiuent  sur  les  équations  diflerentielles,  celui  de 
^L  Forsvlli.  Nous  y  lisons  (  '  )  que  l'on  ne  saurait  presque  rien  dire 
à  1  heure  acinellc  des  intégrales  de  l'équation  (i)  «  au  voisinage 
iannédiat  dune  singularité  essentielle  »,  parce  qu'on  ne  connaît 
|>as  de  d('-\ eloppeiuent  en  série  permettant  de  représenter  une 
loiicl ion  aiiloiir  d  une  telle  singularité  (le  dévelo|ipement  de  Lau- 
rent ne  serait  utilisable  que  si  la  fonction  était  uniforme  au  \oisi- 
nage  du  point  singulier).  M.  Forsyth  s'arrête  donc  là.  Mais  —  la 
question  nous  \ient  naturellement  à  rt^sprit  —  si  M.  Forsyth  est 
arrêté,  ne  sciait-cc  pas  parce  qu  il  est  rest(''  trop  (idèle  au  point  de 
vue  local  de  Cauchy?  S'il  ne  s'(''tail  pas  astreint  à  considérer  les 
intégrales  au  <(  voisinage  ininiédîat  »  des  conditions  Initiales, 
n  ,iiii,iil-il  pas  pu  poursuivre  ses  recherches?  Supposons,  pour 
piindic  une  coiiiiiaiaison,  (pic  Ton  me  demande  d'étudier  une 
loïKlion  ciilKrc  au  \oisiiiagc  immédiat  (\c  l'inhni  par  la  iiK'thode 
do  (l(''\  clopiiciiicnls  en  s(''nes  :  je  serai  inipiiissaiit  ;  au  contraire, 
>i  I  ('■lari;i>  mon  clianip  d  exploration,  |e  puis  étudier  la  eoiidensa- 
luHi  cl  l;i  (IinI  nhulion  de^  Z(''ros  de  la  ronclion  dans  des  cercles  de 
|ilu>  en  plus  i;i;m(l>  (h'cnts  autour  de  rorigine,  ce  (pil  est  à  pro- 
pieiiieiil  [lailer  laire  I  (''tiide  de  la  Miigii  lanl(''  I  raiiseeiidaiite  située 
a  I  iiilini.  .\e  poiinait-oii  |»as  iilta(pier  par  une  iiK'thode  analogue 
les  slngularili'.s  lraii>ceiidaiite>  des  ('ipialions  dlIlV-renlielles? 

(')    Thvoiy  vf  (lijferciilidl  ctjiiativ/i.s.  t'.iil  II,  p.  ?.o(). 
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Ces  r(''llcM()iis  nous  amcnenl  à  nous  deniiiiulcr  si  la  iIk'oi  ir  des 
équations  difFérentielles  n'est  pas  en  retard  sur  la  tluîorie  des 
fonctions,  si  elle  a  suffisaïunient  suivi  r('\oluli(»u  de  cette  der- 
nière. 

Ce  n'est  |)as  que  la  tlu'-one  des  «''(jualions  ddlV-renticlles  n  ait, 
elle  aussi,  depuis  une  vingtaine  d  années,  enrichi  son  point  de  vue  : 
certaines  de  ses  parties  se  sont,  en  ed'et,  développi-es  de  la  manière 
la  plus  heurense.  L'impulsion  fut  donnée  par  l'étude  des  équations 
linéaires,  étude  qui  fut  étendue  à  tout  le  champ  de  la  variable  com- 
plexe el  (pu  conduisit  à  hi  (h'couverte  de  nouvelles  faindles  de 
transcendantes.  Une  si'-rie  de  recherches  fut  ('gaiement  enlre|)rise 
sur  la  l'orme  des  courbes  intégrales  réelles,  considér(-es  dans  leur 
ensemble  et  non  plus  seuh^nenl  au  voisinage  d'un  point. 

Dans  la  théorie  des  équations  dillérentielles  ordinaires,  les  [iro- 
grès  accomplis  furent  dus,  pour  une  large  part,  aux  travaux  et 
à  l'enseignement  de  M.  Painlevé. 

M.  Painlevé  abandonne  résolument  le  point  de  vue  local  de 
Cauchy.  On  sait,  dit-il,  étudier  les  intégrales  dune  équation 
d'ordre  cpielconque  au  voisinage  de  la  \aleur  initiale  x„,  «  Mais  (  '  ), 
lorsque  x  s'éloigne  de  x^^  pour  varier  d'une  façon  quelconque  dans 
son  plan,  comment  se  comporte  la  solution?  » 

En  posant  cette  question,  que  nombre  d'analystes  auraient  sans 
doute  écartée  a  priori  à  cause  de  sa  trop  grande  généralité, 
M.  Painlevé  fut  conduit  à  des  résultats  remarquables,  dont  le  plus 
saillant  est  la  découverte  d'une  nouvelle  (dasse  de  fonctions  en- 
tières, solutions  d'une  ('(piation  du  troisième  ordre. 

Mais  bornons-nous  à  l'équation 

,,  dy        ?{.T,y) 

dx        V  (  •^-  J'  ) 

dont  le  second  membi-e  est  une  fonction  rationnidle  de  j',  algé- 
brique de  X.  JNous  résumerons  au  Chapitre  1  les  recherches  elTec- 
tuées  par  M.  Painlevé  sur  cette  équation.  Il  nous  suffira,  pour 
l'instant,  de  lappeler  les  princq)ales  con(  lusions  tpii  en  ressortent. 
l>es   points  singuliers    transcendants    (  s  d  en   existe)   des    inté- 


(  '  )  Leçons  sur  la  thcnric  (inalvli/iut'  des  ei/ua/io/is  di [fërentielles.  pri)fesàOi'S 
à  Slocliliolm,  IiitnidiiclKni. 


f»  IMllItlll  CTION. 

j^rales  de  It-qiialion  (  2  )  sonl  l<-.  mriDcs  |)Our  toutes  ces  intéi^iales 
(cest-à-dirc  indépendants  de  la  \aleur  initiale  y,,  H"^  piend  au 
poini  inilial  u\,  1  une  (pielcon(|ue  des  intégrales).  La  situation  de 
ces  points,  (pic  M.  Painlevc-  appelle  poinls  singuliers  fixes,  sera 
connue  si  l'on  connaît  les  coeHicienls  des  puissances  de  y  dans  la 

fraction  ^-   Il  c>l  aloi»  naturel  de  se  demander  s'il  existe  des  étjua- 

lions  (2)  dont  les  inlcj;iales  ne  jjrésentenl  j)as  d'autres  points 
singuliers  ([ue  les  |)oints  singuliers  fixes  ainsi  déternun('*s.  M.  Pain- 
levé  démontre  (pie  seule  l'écpiation  de  Piiccati 

est  dans  ce  cas.  I*>ii  parliculicr.  I  ('(pialion  de  Riccati  est  la  seule 
écpiation  (2)  dont  toutes  les  intégrales  puissent  être  des  IoucIkjus 
uniformes  de  x. 

Ce  dernier  théorcnie  nous  apprend  que,  si  nous  nous  proposons 
d'étudier  les  intégrales  d'une  équation  (2)  qui  ne  soit  pas  une  équa- 
tion de  Riccati,  nous  aurons  affaire  à  des  fonctions  multiformes. 
xMais  ne  pouvons-nous  espérer  que  ces  fonctions  n'auront  qu'un 
nombre  limité  de  branches,  je  veux  dire  (ju'à  une  valeur  quel- 
conque de  X  ne  correspondront  (piun  nond)re  lini  (/?  )  de  déter- 
minations de  }'?  M.  Painlevé  répond  encore  à  cette  question  : 

Si  les  intégiales  d'une  équation  (2)  sont  des  fonctions 
à  n  branches,  V équation  (2)  se  ramènera  à  une  équation  de 
Biccati  par  un  cliangement  de  variable  rationnel.  On  saura 
toujours  reconnaître,  au  moyen  d'un  nombre,  fini  d'opérations 
algébriques,  si  le  rhan<iement  de  variable  est  ou  n'est  pas  pos- 
sible. 

Ici  ot  I  état  où  se  IrouNc,  à  la  suite  des  travaux  de  M.  Painlc\é, 
l'élude  de  l'équation  rationnelle  (2)  :  1"  c>  part  un  petit  nombre 
d'équations  qui  se  laissent  ramener  à  l'éqinttion  de  Riccati, 
les  équations  (2)  définissent  des  fonctions  multiformes  possé- 
dant un  nombre  infini  de  branches;  2°  sur  la  nature  de  ces 
fonctions  m u Itiformes,  nous  ne  possédons,  pour  ainsi  dire, 
(iiieune  indiciil ion  positive.  Nos  connaissances  à  cet  égard  se 
r(''duisciil  .Mi\  propoMtions,  d  un  caracl('re  pui'cment  local,  (pii 
ont  trail  aux  points  singuliers  dv  llriot  cl  Urnupict. 
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Celle  double  conslalatiou  ouvre  devanl  nous  un  vaste  chanij)  de 
recherches.  Commenl  explorer  ce  champ?  Si  les  réflexions  (jue 
nous  avons  faites  plus  Jiaul  sont  justes,  il  conxiendra  de  s'inspirer 
largement  des  \ues  nouvelles  récemment  introduites  dans  la  ihéorie 
des  lonclions. 

On  pourra  commencer  par  particulariser  le  problème  et  se  pro- 
poser, par  exemple,  d'étudier  les  intégrales  de  l'éipialion 

dv 

(3)  ^  +  Ao^  A,jK-+- A,jK-^  A3j^=  o, 

où  les  A  sont  des  |)olynomes  en  x. 

Les  intégrales  de  (3)  présentenl,  en  général,  une  infinité  de  dé- 
terminations el  une  infinité  de  points  singuliers.  Nous  ne  saurons 
donc  pas,  d'ordinaire,  former  une  expression  analytique  qui  repré- 
sente ces  fonctions  pour  loules  les  valeurs  de  la  variable.  Nous 
pourrions  alors  chercher  à  les  représenter  dans  des  régions  de  plus 
en  plus  étendues.  Mais  d'autres  recherches  devronl  être  entre- 
prises auparavant  dont  le  type  sera  fourni  par  la  théorie  des 
fonctions  entières. 

Nous  nous  demanderons  quel  est  le  mode  de  croissance,  l'allure 
d'une  branche  d'intégrale  lorsque  x  s'approche  d'un  point  singu- 
lier transcendant. 

Nous  étudierons,  autour  des  valeurs  limites,  la  condensation 
des  points  singuliers  ou  des  déterminations  des  intégrales. 

D'une  manière  générale,  nous  examinerons  le  mécanisme  des 
permutations  qui  échangent  entre  elles  les  diverses  branches  de 
ces  intégrales. 

On  le  voit,  ce  ne  sont  pas  les  questions  à  traiter  qui  font  défaut. 
Reste  à  savoir  dans  quelle  mesure  ces  questions  sont  solublcs. 
C'est  ce  dont  je  \oudrais  (pie  nous  cherchions  à  nous  rendre 
compte  au  cours  de  ces  leçons.  Je  me  garderai  d'entreprendre 
une  classification  et  une  discussion  complètes.  Je  m'arrêterai  prin- 
cipalement sur  les  types  les  plus  simples  d'équations  (2),  et  je  me 
demanderai  quelles  méthodes  il  serait  bien  possible  d'imaginer 
pour  les  étudier,  quels  résultats  on  pourrait  attendre  de  ces  mé- 
thodes. Peut-être  réussirai-je  ainsi,  sinon  à  résoudre  le  problème 
dont  je  \iens  d  esquisser  I  ('•nonce,  d\\  iihuiis  à  en  montrer  lin- 
térêt. 


CHAPITRE  I. 

NOTIONS  FUNDAMENTALKS. 


1.    —    Points  OÙ  le  théorème  de  Cauchy  n'est  pas  applicable. 

Jai  fait  allusion  aux  |)ropositions  capitales  démontrées  par 
M.  Painlevé  rclalivenient  à  l'équation 

ftv        ^  V  {  X,  y  ) 

où  P  et  (^  sont  des  |)olynoMies  en  y.  C'est  sur  ces  propositions 
que  nous  fixerons  tout  d'abord  noire  attention.  Mais,  au  préa- 
lable, il  nous  faut  dire  quelques  mots  du  théorème  de  Cauchj  et 
des  points  où  il  cesse  d'être  applicable. 

Soit  .ro,.i'n  l'ii  système  de  valeurs  au  voisinage  duquel  le  coeffi- 
cient diflereuliol  y*  .r,  }')  est  liolomorplie.  L'existence  d'une  inté- 
grale holomorphe  unique,  égale  à  j'o  pour  x  =  .Tq,  est  établie  par 
le  théorème  de  (Lauchj,  (pie  nous  énoncerons  en  ces  termes  (')   : 

Soit  f{.r,  )')  holomorphe  dans  le  domaine  \.v- — Xa\Sr^ 
\  y  — yo  I  =  2-  fl  existe  une  fonction  de  x  satisfaisant  à  r équa- 
tion différentielle  (i),  égale  à  y^  pour  x  =  r,,,  et  holomorphe 
autour  de  j'o  dans  un  cercle  de  rayon  au   moins  égal  (-)  à 

-P 

Soit,  d'au  Ire  j^art,  L  un  chemin  quelconque,  de  longueur  finie 
r)u  infinie,  con\ergeant  vers  .r,,  (c'est-à-dire  satisfaisant  à  la  con- 
dilioii  suivante  :  cpiclque  petit  que  soit  e,  il  existe  sur  L  un  point  J7, 


(')    Voir,  par  exemple,  Picaud,  Traite  d'Analyse,  t.  II,  Cliap.  \1. 
C)  I.a  valeur   exacte   du    rayon  do  coiiversence  serait   une  valeur  |)lus  élevée. 
Cf.  le   Traité  d'Analyse  de  M.  l'iraid,  l.  II,  Cliap.  \I. 
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tel  que,  à  partir  de  J^,,  ie  clieniin  I^  ne  sorte  plus  du  eerele  de 
centre  Xq  et  de  rayon  e).  Imaginons  qu'il  existe  une  fonction  de  x 
qui  satisfasse  à  rc(|iiali()ii  difl'érentielle  (i)  et  qui,  lorsque  x  tend 
vers  Xo  sur  le  cliemia  1^,  tende  vers  la  valeur  ro-  Cette  fonclion 
ne  saurait  être  distincte  de  V intégrale  hoiomorplie  déjinie 
dans  fa  première  partie  du  théorème  ('  ). 

Du  théorème  de  Cauchy  on  peut  déduire  le  corollaire  suivant  : 

Si  f{x,  y)  est  holomorphe  au  voisinage  de  x  =  x^,  y  ^=yoj 
l'intégrale  y  =  '-^{x,  y'^^,  ^î,  ),  qui  prend  en  x\^  la  valeur  rj,,  est 
une  fonction  kolomorphe  des  trois  variables  x,  j',',,  x'^,  pour  x 
et  x'q  voisins  de  x„  <?/  )  |,  voisin  de  y^. 

En  eflet,  lorsque  .j|,,  y,',  sont  situés  dans  un  certain  domain*'  fini 
autour  de  Xo,  yo,  /(x,  y)  est  développable  par  rapport  aux  puis- 
sances de  (x  —  .r'j,),  (y — y'o),  les  coefficients  étant  des  fonctions 
holomorphes  de  x\^  et  r,,.  D'autre  part,  l'intégrale  r  est  dévelop- 
pable (au  voisinage  de  x^x^)  par  rapport  aux  puissances  de 
(x  —  .r'g)  et  les  coefficients  du  dé\eloppement  sont  (d'après  le 
théorème  de  Cauchj)  des  fonctions  rationnelles  dos  coefficients 
de  f[x,  y).  On  en  conclut  (-)  que  l'intégrale  y  est  fonction  holo- 
morphe des  trois  variables  (x  —  x'^),  x'^,  y\^. 

Le  théorème  de  Cauchy  est  en  défaut  lorsque  la  fonction  y (:r,j)^) 
àe  X  et  j'  présente  une  singularité  pour  x^x^^  y^y^.  Les 
points  Xq  où  il  en  est  ainsi  se  ré|)artissenl  entre  plusieurs  catégo- 
ries. 

Première  catégorie.  —  Supposons  d'abord  cpie  Q(xo,  jKo) 
s'annule  en  x^  pour  une  valeur  isolée  de  Vq,  P  et  ()  étant  holo- 


(')  Sur  celle  forme  de  renoncé  du  lliéoième  de  Cauchv,  et  i^ur  le  corollaire 
<|ui  suit,  voir,  en  particulier,  Ie>  Leçons  de  Stock/iolm  de  M.  Painlevé,  p.  18. 

(-)  Je  m'appuie  sur  la  proposition  suivante  que  l'on  déduit  des  propriétés  des 
fonctions  de  deux  variables  {consulter,  par  exemple,  Picard,  Traité  d'Analyse, 
t.  II,  cliap.  IX).  Soit  une  fonction  de  deux  variables,  g{x,  |x),  développable 
sous  la  forme  g{x,  [x)  =  'Zg-{\L)x\  les  coefficients  g-  étant  des  fonctions  holo- 
morphes de  [X  pour  |  p.  j  <  t,  et  le  développement  convergeant  absolument  pour 
I  [1  I  <  T,  \x  \<  r  :  g  est  une  fonction  lioloniorplie  des  deux  variables  x  et  a 
pour  \x\<r,  I  ii  I  <  T. 
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niorp/ies  tiu  voisinage  de  x^,  _)  «,  <?^  1*  (-^o'  }\\)  <''tant  (lijférent 
(le  :■('/'(>. 

l'oiu-  t'Uulier   ce   cas,    liicn   ((tiimi.   on   considrie  li-quation  (i) 
sous  la  forme 

,/.r       Q<-r._y)  1 


(2) 


dj'        l'0, 7)       /(^,J) 


Le  coeffîcienl  diflrrenliel  de  l'équalion  (a)  est  holomorplie  au 
voisina<;e  de  a'o,  Jo-  D'ailleurs.  pulsf[ue  Q(xo,  y)  admel  )-,)  coniine 

zéro  isolé,  le  développement  de  -r- contient  des  termes  indé- 

pendants  de  x  —  :ro,  que  l'on  peut  ordonner  par  rapport  aux  puis- 
sances ci'oissantes  de  y  —y».  Soit  m  le  degré  du  premier  de  ces 
termes.  Le  théorème  de  Cauch}'  montre  que  l'équation  (2)  admet 
une  et  une  seule  intégrale  égale  à  x^  poury=^o?  intégrale  qui 
est  holomorphc  et  développablc  sous  la  forme 

X  —  xo^  «i(.r  —  ro)"''^'-t-«2(j'— Jo)"'^^-i- 

On  en  conclut  que  l'équation  (i)  admet  une  et  une  seule  inté- 
grale égale  à  i',,  })0ur  x  =  .ro,  et  que  cette  intégrale  est  dévelop- 

1 
pahle  autour  de  Xo  par  rapport  aux  puissances  de  (.r  —  x^)'"^^  : 
!«•  point  ^0  est  donc  pour  elle   un  point  c/'itique  algébrique  au- 
tour duquel  se  permutent  m  -h  i  déterminations. 

Nous  dirons  que  l'intégrale  )' ainsi  définie  est  rt/oe/;/'oiV/e  (') 
au  voisinage  de  Xq.  Nous  signifions  par  là  qu'autour  de  Xo  cette 
intégrale  se  comporte  couuiie  une  fonction  algébrique. 

Prenons  maintenant  des  conditions  initiales  x'^^  y'^  voisines  de 
x„,  yo-  Je  dis  que  V intégrale  y  =  o(x,  /„,  x'^^)  qui  est  égale  à 
y'^^  en  x^  est  une  fonction  algébroïde  des  trois  variables  x^y\^^  x'^ 
fioar  X  et  x\^  voisins  de  .ro-  y'^  voisin  de y^- 

.Soit,  en  ell'et  (-), 


(')  On  (lit  {lu'ime  fonclion  esL  algébroïde  dans  une  rigiim  H  si  elle  est  reprc- 
scntable,  dans  cette  région,  par  une  relation  de  la  forme  \\{x,  y)  =  a,  Il  ciaiit 
un  polynôme  en  y  cl  une  fonction  de  x  holomorplie  dans  la  régic^n  H. 

(•)  Cf.  les  Leçons  de  Stockliolin  de  M.  Painlevé,  p.  34-35. 
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I'inl(''grale  de  l  ctjualioii  (2)  clélinic  par  les  condilions  initiales  ^'^, 
y^^.  D'après  le  corollaire  de  la  page  9,  'h  est  une  fonction  holo- 
inorphe  de  y,  x'^,  y\,  lorsque  \y  —  Vo  | ,  |  .r,',  —  x,,  | ,  [  y'^  —yo  \ 
sont  inférieurs  à  un  certain  nombre  A.  La  fonction  z>  ne  saurait 
donc  présenter  d'autres  singularités  que  des  singularités  algé- 
briques au  voisinage  des  valeurs  initiales  Xo,  J'oî-^o-  Soit,  d'autre 
part,  q  le  nombre  des  zéros  de  '}(jK)  •'^oi  JKo)  confondus  en  y  =jKo- 
Décrivons  dans  le  plan  y  autour  de  V'o  mi  cercle  F,  de  rayon 
inoindre  que  A,  tel  que  (')  (pour  x„,  ar'„,  y\^  situés  dans  un  certain 
domaine  D  autour  de  x,  Xq,  yo)  le  module  de  la  fonction  de  y^ 
'}(y,  xj,,  j^y)  —  (x  —  x'y)  reste,  sur  le  contourde  F,  supérieur  à  un 
nombre  positif  M.  Lorsque  x,  x"^^,  jk„  varient  dans  le  domaine  D, 
les  zéros  de  la  fonction  ^'(jK,  x„,  r'„)  —  (x  —  x\^)  dey  qui  sont  situés 
dans  F  se  déplacent  a\ec  continuité;  mais  ils  ne  peuvent  sortir 
de  F  puisque  6  —  (x  —  x\j)  ne  s'annule  pas  sur  le  contour  de  F. 
Je  dis  que  ces  zéros  sont,  à  l'intérieur  de  F,  en  nombre  q  exacte- 

ment.  L^n  effet,  leur  nombre  est  égal  à  l'intégrale    /    -; ■ —• 

■  ^  ^       Jr  't'  —  {^  —  ^o) 

Or,  cette  intégrale,  qui  a  une  \aleur  eulière,  est  égale  à  q  pour 
X  =  x'^^^  a'o,  y„  '^yo  ;  d'autre  part,  elle  est,  sur  le  contour  de  F, 
une  fonction  continue  de  x^  x\^,  y\^  dans  le  domaine  D.  Elle  reste 
donc  égale  à  q  dans  tout  ce  domaine.  En  résumé,  lorsque  x,  x'^^^ 
l'y  varient  dans  un  certain  domaine  D  autour  de  x,  x^^y^^  1  in- 
tégrale jK  = '^(x,  j'05  ^0)  ne  présente  que  des  singularités  algé- 
briques et  n'admet  que  q  déterminations  (intérieures  à  F)  :  c'est 
une  fonction  algébroïde. 

Passons  maintenant  à  l'examen  des  points  singuliers  qui  n  ap- 
partiennent pas  à  la  première  catégorie  déiinie  plus  haut,  et  répar- 
tissons-les  à  leur  tour. 

Deuxième  catégorie.  —  Supposons  que  1*  et  Q  soient  holo- 
morphes  au  voisinage  de  x^i  y  a-,  et  que  l'on  ait 

(')  Puisque  y„  est  un  zéro  (multiple)  isolé  de  (y  —  {x  —  x„)  il  existe  bien  un 
cercle  r  lépoiulant  aux  condilions  voulues  lorsque  x  =  x'^^  =  Xg,,  y'ç^  =  y^\  la 
continuité  de  (^  montre  alors  que  ce  cercle  existe  encore  pour  x,  a.\,  voisins 
de  x„,  jk;    voisin  de  y^. 
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cette    dernière    é^inlité    étiint     identi<iuement     aatisfaitc     (au 

pdinl  x^^')  pour  tonte  valeur  de  Vo-  l^n  daiilres  leriiies,  soit  Xq 

un  noie  de  — ■ —  (luel  eiue  soit  ^'. 

Dans  ces  conditions,  le  coefficient  dilTérenticl  de  léqualion  (2) 
ne  conlit'iil  pas  de  Icrine  ind('-pendant  de  x  —  x^^  ;  l'intégrale  liolo- 
niorplie  de  (2)  se  réduit  à  :r  =  .ro,  et  le  raisonnement  qui  nous  a 
ser\i  tout  à  l'heure  est  inapplicable. 

Des  exemples  simples  montrent  qu'un  point  .r,,  de  la  deuxième 
catégorie  peut  être  point  singulier  transcendant  pour  les  intégrales 
de  l'équation  (i). 

Ainsi  l'équation 

«y  ^  Àr 
dx         X 

a  pour  intégrale  générale  j' ^  Gx'.  Or,  si  A  est  un  nombre  com- 
plexe ou  irrationnel,  cette  intégrale  admet  une  infinité  de  déter- 
minations qui  se  permutent  autour  de  l'origine  et  dift'èrent  entre 
elles  par  des  multi|)les  de  e'-''^' . 
Pareillement,  Tc-quation 

dy  _  a  ^y 
dx  x'^ 

admet  l'intégrale  générale 

y  ^a  =  Ce    ■'■, 

|)uiir  liKpiclle  l'origine  est  un  point  transcendant. 

Troisième  catégorie.  —  Supposons  que  Von  ait,  pour  une 
ou  plusieurs  valeurs  isolées  (')  de y„, 

P(.ro,  jKo)  =  Q(a7o,  Jo)  =0, 

I*  rt  i)  étant  hnloniorphes  au  roisinage  de  jTq,  )',>. 

Le  coclliciciil  (lillV'ii'ulicI  se  présente  alors.  j)our  .r  =  ./■„,  l'^ry,,, 


(')  Si  ces  valeurs  ii'<-taienl  pas  isolées,  les  é^'alitcs  P(a;„,  y„)  =  Q(  J7„,  y„)  =  o 
devraient  être  identiquement  vérifiées  (au  point  x„)  quel  que  soilj>„.  Chacun 
des  polynômes  P  et  Q  admettrait  alors  comme  facteur  une  certaine  puissance  de 
(x  —  Xo),  et,  en  éliminant  !<>  facienr  commun  à  ces  poiynornes,  <jn  serait  ramené 
a  l'un  des  cas  déjà  éludiés. 
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SOUS  la  forme  indélenninée  -•  Eu  ce  cas  encore,  le  lioinl  ^r»  peut 

être  point  singulier  transcendant  pour  les  Intégrales  de  l'équa- 
tion (i).  Ainsi  nous  verrons  plus  loin  (Chap.  111,  p.  6j)  que  l'ori- 
gine est  un  point  transcendant  pour  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion 

cïj;  y 

Remarquons  en  passant  que,  si  Ion  se  donne  une  équation  (i) 
algébrique  en  x,  on  saura  toujours  déterminer  algébriquement  les 
points  singuliers  de  la  troisième  catégorie  que  peuvent  présenter 
ses  intégrales  :  ce  sont  les  racines  Xo  du  système  d'équations  simul- 
tanées P(jr,  j'     =  0,  Q(X,  l')=:0. 

QaaUiènie  catégorie.  —  Supposons  maintenant  que  l' une  au 
moins  des  fonctions  P  e^  Q  ne  soit  pas  holomovphe  aax'oisinage 
de  j^o'^o-  P  6t  Q  étant  des  polynômes  ^y^Y-,  il  faut,  pour  que  cette 
circonstance  se  présente,  que  x^^  soit  point  singulier  d' un  coef- 
ficient au  moins  des  polynômes  P  et  G. 

Lorsque  x^^  est  un  point  critique  algébrique  pour  les  coefficients 
de  P  et  Q,  ces  coefficients  sont,  au  voisinage  de  x^x^.,  des  fonc- 
tions holomorphes  d'une  puissance  fractionnaire  de  x  —  Xq.  Le 
changement  de  variable  x  —  x^^  ^"',  où  m  est  un  entier  positif, 
nous  ramène  alors  à  l'un  des  cas  précédemment  examinés. 

Lorsque  x^  est  un  point  singulier  transcendant  des  polynômes 
P,  Q,  il  est  clair  que  les  intégrales  de  léqualion  ([)  admettent  en 
général  x^^  comme  point  transcendant. 

Les  points  j?q  où,  pour  certaines  valeurs  (  linies)  de  Vo,  le  théo- 
rème de  Cauchy  cesse  d'être  applicable  appartiennent  nécessaire- 
ment à  l'une  des  quatre  catégories  qui  viennent  d'être  énumérées. 
Entre  ces  points  il  y  a  lieu  de  faire  une  distinction. 

Nous  remarquons  que  les  points  de  la  première  catégorie  (^^s'il  en 
existe)  sont  des  points  arbitraires.  En  effet,  s'il  existe  des  points 
de  la  première  catégorie,  ^^)("t"o,  t',,)  dépend,  par  définition,  de  r^ 
et  s'annule  par  suite,  quel  que  soit  Xq,  pour  une  ou  plusieurs 
valeurs  dejKo-  I^  J  ^  donc  toujours  une  ou  plusieurs  intégrales  île 
l'équation  (i)  qui  admettent  comme  point  de  la  première  catégorie 
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un  |)(»inl  .r„  (|iielconqiie.  Pour  cx|)iinier  ce  fail,  M.  Painlevé  dé- 
ni un  nie  les  points  sinj^uliers  de  la  première  catégorie  points  cri- 
fif/ifcs  mobiles  de  l'équation  (i).  Ce  sont  toujours,  nous  Pavons  vu, 
(!(•>  |t(iinl>  criticpies  ali;él)riques. 

\ii  (  (tnlraire,  les  points  singuliers  de  la  deuxième,  de  la  troi- 
sième l'I  dr  la  (pialrième  catégorie  sont  des  points,  en  général  (  '  ), 
Isolés,  dont  la  >iluation  ne  dépend  pas  de  la  valeur  elioiMc  pour^o» 
mais  seulement  des  coctiicients  des  polynômes  en  r,  P  et  Q.  On 
les  appelle,  pour  cette  raison,  points  singuliers  fixes  {cf.  p.  (>). 
Ce  sont,  en  général,  des  points  transcendants.  Notons  de  plus  que, 
si  P  et  (^  sont  des  fonctions  algébriques  der,  le  nombre  des  points 
singuliers  fixes  est  nécessairement  fini. 

Ci/if/u/r/ne  catégorie.  —  Nous  avons  supposé  jnsqu  ici  (pie  yo 
avait  une  \aleur  finie.  Pour  être  complets  (-),  nous  devons  encore 
examiner  la  ou  les  intégrales  de  Véquation  (i)  dont  la  valeur 
est  infinie  au  point  ^o-  Ces  intégrales  admettent-elles  ^o  comme 
point  singulier,  et  de  quelle  nature? 

Faisons  le  changement  de  variable  }=-■  L'équation  (i)  se 
transforme-  en  une  équation  de  même  forme 

dz^  _  Pi(.y\  z) 
^^^  dx  ~  Qi(.r,  z)' 

P,  et  Q,  ('lant  des  polynômes  par  rapport  à  z.  Sur  l'éijuatlon  (3) 
nous  pourrons  répé-ter  la  discussion  faite  tout  à  l'heure  sur  l'équa- 
tion (i),  les  valeurs  initiales  à  considérer  étant  .r=  j:*,,,  ;;  =  o. 

L'inté'grale  :?  de  (3)  qui  s'annule  en  x„  peut  être  une  fonction 
holomor|die  de  x  au  voisinage  de  .Tq.  Son  inverse  admet  alors  x^ 
eomme  pôle.  I^cs  pôles  sont,  pour  les  intégrales  de  l'équation  (i), 
de>  points  singuliers  mobiles. 

L  luti'giide  c  peut  ('■galeiueul  être  algf'broïdc  au  \oisinage  de  .Tq  : 


(')  Ces  points  sont  isolés  si    tes  siiigiilaiilés  des  coefficients  de   1'   et   ()   sont 
elles-nièincs  isolées. 

(')   Nous  continuons  ii   supposer   (|ue  j"„  a    niir    \,ilcui'    lime  Si  x„  clail  infini, 

on  transloniierait  l"i-i|ualiini  m   npi-jiml  le  cliaiij;eriiciil  de  vaiialile.r=  ^- 
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son  inverse  y  admet  alors  ^„  comme  point  (  riiujUf  alj^<';l)ri([ue 
(mobile)  ('). 

Enfin  l'intégrale  :;,  et  par  suite  son  inverse  ).  |)cii\  cnt  admcUrc  Xq 
comme  point  singulier  transcendant  (fixe). 

Remarquons  que  les  points  singuliers  des  coefficients  de  1^ .  (^), 

P 
et  les  points  qui  sont  des  pôles  de  -y-  quel  que  soil  :;,  ne  dillèrenl 

pas  des  points  singuliers  de  P,  Q,  et  des  points  qui  sont  des  pôles  de 

P 

-^  poury  quelconque.  Comme  points  singuliers  fixes  des  intégrales 

de  (3)  qui  n'aient  pas  déjà  été  décelés  par  l'étude  de  l'équation  (i), 
nous  n'obtenons  donc  que  les  points  (s'il  en  existe)  où   1  on  a  à 

la  fois 

Pi(.ro,  0)=  o.  Qt(a"o.  o)=o. 

Ces  points  constituent  une  cinquième  catégorie  de  singularités 
pour  les  intégrales  de  l'équation  (i). 

Pour  clore  cette  discussion,  nous  en  dégagerons  en  ces  termes 
la  conclusion  :  Appelons  ^,,  Zo^,  ••■  les  points  singuliers  fixes  de 
l'équation  (i).  Ce  sont  les  points  des  catégories  deuxième,  troi- 
sième, quatrième  et  cinquième,  que  nous  déduisons  directement  des 
coefficients  de  P  et  Q.  Si  l'on  considère  un  point  quelconque  j",,, 
distinct  des  points  ;,  l'intégrale  qui  est  égale  à  )  „  ou  à  l'infini 
pour  X  =  .ro  est  unique.  Pour  cette  intégrale,  x^  est  un  point 
d'holomorphisme,  un  pôle  ou  un  point  critique  algébrique. 


II.   —    Théorème  de  M.  Painle^é. 

Dans  le  paragraphe  précédent,  je  me  suis  placé  au  point  de  vue 
local  des  fondateurs  de  l'Analyse  moderne  :  je  me  suis  donné  a 
yD/7'0/7' des  conditions  initiales  Xq,  jKo,  et  j'ai  considéré  au  voisinage 


(')  Les  corollaires  des  pages  y  et  lu  s'éleiidenl  à  ces  deux  cas  :  l'intégrale 
y  =  '^(x,  yj,,  x'g),  qui  est  égale  à  y'^  en  x'^,  est  une  fonction  niéromorphe  ou 
algébroide  des  trois  variables  x,  y'^^  x'^  pour  x  et  x'^  voisins  de  x^,  y'^,  voisin 
de  rinjini. 
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,|(>  j-^^  I;,  nii  l.>  iiil('iii;ik's  (le  rr(iiialion  (i)  que  déliiiissent  ces 
ruiiditiniis.  .!<•  \;ii>  iiuilnU'iiiinl  inc  poser,  avec  M.  Painlevé,  une 
. [notion  plus  générale.  Élanl  donnée  mic  inlégrale  ^  de  1  équa- 
ti(»ii  (^i),  définie  par  la  valeur  C  (|u'elle  prend  en  un  certain  point 
fixe  X„,  tpie  devient  celle  intégrale  lorsque  x  décrit  à  parlir  de  Xq 
un  chemin  1.  quelconque? 

Considérons  un  point  .r„  du  clicinin  L.  Si  .r„  coïncide  avec  l'un 
des  points  (')  singuliers  lixes  ç,,  l-,,  ...  que  nous  avons  définis 
plus  haut,  ^0  ^fra  en  général  une  singularité  transcendante  des 
intégrales  de  (i).  Si  Xç,  ne  coïncide  pas  avec  un  poinl  ^,  nous  de- 
vrons envisager  les  deux  hypothèses  suivanles  : 

i"  Lorsque  x  tend  vers  Xf,  sur  le  chemin  L,  Y  tend  vers  une 
valeur  déterminée j^o?  fi"'^  ou  infinie; 

■a"  Lorsque  x  tend  vers  x„  sur  le  chemin  L,  Y  ne  tend  vers 
aucune  limite. 

Dans  le  premier  cas,  les  théorèmes  du  paragraphe  précédent 
nous  apprendront  que  x„  est  pour  l'intégrale  Y  un  poinl  d'iiolo- 
morphisme,  un  pôle  ou  un  point  critique  algébrique.  Dans  le 
second  cas,  ces  ihéorèmes  seront  inapplicables. 

Les  analystes  restés  fidèles  au  point  de  vue  de  Cauchy  avaient 
iMi|)li(ilemenl  admis  (pie  le  premier  cas  seul  peut  se  présenter. 
(7<'tait  là,  notons-le,  un  postulat  gratuit  (-)  :  car  il  n'y  a  a  priori 
aucune  raison  de  supposer  que  j:„  n'est  pas  point  d'indélerminalion 
pour  i"inl('"grale  Y.  M.  Painlevé,  le  premier,  tira  la  (jueslion  au 
clair  et  il  démontra  que,  si  j?„  est  distinct  des  points  c,  Y  tend 
nécessairement  vers  une  vdleur  déterminée  lorsque  x  tend  vers 
Xn  xur  le  chemin  \j. 

\()\c\  comment  nous  établirons  celU;  proposition.  Maripions 
dans  le  plan  y  Ics  (lillV'rentes  i-acines_/|,    ...,   V^  de  I^Wpiation 

I'ui>(pie  ./•„   n  est   ])as  poinl  singidier  pour  <J   et   I*,  nous  pouNons 
d(<  rire  autour  des  points  y^ y^  des  contours  dadleiirs  arbi- 


(')  Nous  lions  Ikuikiiis  ;hi   ciis  oii   les  pniiils  {\)  soiiL  des  poinls  isolés. 
{')  De  fuil,  ce  |>()sinl,ii    iir   siiMil   pas  cxacL   si    {'(■(Hiiition  (lill'c'ieiiliellc   éliidiée 
élail  d'un  ordre  sii|itTieiii   au  ijrciiiicr. 
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trairenient  petits   y,,   ...,   y^.  tels  que  les  racines  y  de  l'équatif^ii 

Q(a:,jK)=o 

soient  intérieures  à  ces  contours  tant  que  \x  —  ^r^  |  est  plus  petit 
qu'un  certain  nomhre  p;  de  plus  il  existe  un  nombre  fini  H  tel  que 
l'on  ait,   pour   y   situé    sur  le   contour  d'une  courbe  v   (et   pour 

1^  — ^o|<?), 

(4)  ^^"'-^^ 


Traçons  encore  dans  le  plan  Y  un  cercle  F,  de  rayon  très  grand, 
ayant  l'origine  pour  centre.  On  peut  déterminer  H  de  manière  que 
l'inégalité  (4)  reste  satisfaite  (pour  \x  —  .Tq  | -<  p  )  lorsque  r  est 
intérieur  au  cercle  F  et  extérieur  à  tous  les  cercles  y. 

Cela  posé,  admettons  que  Y,  déterminé  entre  X  et  Xq  sur  le 
chemin  L,  devienne  indéterminé  en  Xq.  Je  dis  que  cette  hypothèse 
conduit  à  une  contradiction.  En  effet,  si  l'intégrale  Y  ne  tend 
y^ quand  x  tend  vers  x^)   ni  vers  lintini,   ni   vers  une  racine   de 

Q(^(,,  r),  il  existe  nécessairement  sur  L  des  points  x  arbitraire- 
ment rapprochés  de  x^^  où  Y  est  extérieur  aux  v,  intérieur  à  F  et 
satisfait  par  suite  à  l'inégalité  (4).  Or  on  sait  (pi'autour  de  tout 

point  X  où  TT  et  Y  sont  Unis,  Y  est  holomorpbe  et  développable 
dans  un  cercle  c  de  rayon  fini.  Lors  donc  que  x  passe  par  la  série 
des  valeurs  x  qui  convergent  vers  x^,  le  rayon  du  cercle  c  lend 
vers  une  limite  non  nulle  :  en  sorte  qu'à  la  limite  Xq  est  intérieur 
à  c,  ce  qui  prouve  que  Y  est  holomorphe  au  point  x^,.  Ce  résultat 
étant  contraire  à  Ihypothèse  faite,  cette  dernière  est  à  rejeter,  et  le 
théorème  est  démontré. 

En  nous  appuyant  sur  le  théorème  de  M.  Painlevé,  nous  pourrons 
préciser  en  ces  termes  la  conclusion  du  paragraphe  précédent  : 

En  dehors  des  points  singuliers  fixes  (i),  une  intégrale  quel- 
conque de  V équation  (i)  n'a  pas  d^ autres  singulai-ités  que  des 
pôles  ou  des  points  critiques  algébriques. 

A|)pliquons,  par  exemple,  ce  résultat  à  l'équation 

dv 

(5)  -^  +  Ao-h  Ai^r  H-  A2j''^-4- A3  r3=  o, 
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où  les  \  sont  drs  polynômes  en  x.  Soll  ./„  un  point  qnelconque  : 
loiilc  inlt''i;ral('  finie-'  est  liolomorphe  ;  mais  linli'^rale  qui  est 
infinie  en  JC^^  admet  ce  poiiil  cuimiic  |)()inl  cntKpic  auloiii'  «liicpiel 
se  permutent  deux  déteiininations.  (Quelles  sont,  d'autre  j:)art,  les 
sinj;ularités  non  algébriques  de  IV-cpialion  (5)?  Ce  ne  peuvent  être, 
dapiM's  le  théorème  de  M.  Painlevi-,  (pu-  les  points  fixes  apparte- 
nanl  ;iti\  diNcrses  catégories  énumérées  an  (icrnicr  para^ia|)li('.  Or. 

niiiscnic  je  ({('iK un inalcur  il u  coefficient  dillérentiel -^  se  réduit  iei 

à  lunitc',  il  n"j  a  pas  de  points  des  catégories  deuxième,  troisième  et 
<pialrième.  Reste  à  considérer  les  points  singuliers  des  coeffi- 
cients V  (il  n'y  en  a  qu'un  :  l'iujini)  et  les  points  obtenus  en 
annnlaul   le  numérateur  et  le   dénominaleni-  de   Técpialion   trans- 

IV)iin(''e 

(Iz        A 0  -3*  -^  A ,  s-  -i-  A<)  3  -(-  As 
•^  =  ^     '  rf^-  =  3 '- ' 

ces  points  sont  les  zéros  du  |)()lvnome   \:\. 

Le  théorème  de  Al.  Painlevi-  permel  de  démontrer  directe- 
ment que  la  seule  équation  (i  )  dont  les  intégrales  n'admettent 
pas  de  points  critiques  mobiles  est  1  équation  de  Riccali. 

En  efi'et,  j)Our  que  les  intégrales  n'aient  pas  de  points  (critiques 
algé'briques  )  de  la  |)remière  catégoiie,  il  faut  que  Q(x,  y)  soit 
indépendant  de  r.  L'i'cpiation  {\)  doit  donc  être  de  la  forme 

clv 

-^  =  P(a",  y)         (P  polynôme  en  j^). 

Faisons,  d'autre  part,  y=:z~'.  Afin  que.  dans  i'écpialion  trans- 
formé-e 

le  coefficient  dillérenliel  ne  soit  pas  infini  lorsque  z  =  o.  il  faut 
(^ue  le  polynôme  I*  soil  de  degré  •!  au  |)lus  par  rap])ort  à  j-.  Iné- 
quation (i)  S(.'  rt'ilnii  alors  à  l'équation  de  Riccati 

(6)  ^  =  Ao+  A,7  -4-  A-^X'- 

l'iii-^  pailK  iiIk' renienl .  --i  I  on  se   |»rop(»>ail  de  (h'^ierniiner  toutes 
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les  équations  (i)  dont  les  intégrales  sont  uniformes,  la  question 
reviendrait  à  trouver  dans  quels  cas  l'équation  de  Riccali  (())  a 
pour  intégrales  des  fondions  iniiformes. 

Celle  question,  dont  la  solution  complète  nous  échappe  encore, 
a  élé  l'objet  de  nombreux  travaux  qui  relèvent  de  la  théorie  des 
équations  linéaires.  On  sait,  en  elFet,  que  le  changement  de  va- 
riable 

transforme  léquation  de  Riccati  (6)  en  une  équation  linéaire  du 

second  ordre 

^"=  Ai^'—  AqAo^. 


III.  —   lntés:rales  à  n   branches. 

D'après  le  paragraphe  précédent,  toute  équation  (i)  qui  n'esl 
pas  une  équation  de  Riccati  a  pour  intégrale  générale  une  fonc- 
tion multiforme.  Il  y  a  lieu  de  se  demander  si  cette  fonction  mul- 
tiforme peut,  dans  certains  cas,  n'avoir  qu'un  nombre  lini  de 
branches.  Plus  précisément,  nous  allons  rechercher  avec  M.  Pain- 
levé  quelles  sont  les  équations  (i)  algébriques  en  x  dont  les  inté- 
grales (exception  faile  peiil-être  pour  un  ensemble  dénombrable 
à^ intégrales  exceptionnelles)  n'acquièrent  qu'un  nombre  donné  n 
de  branches  lorsque  x  se  meut  d'une  façon  quelconque  sans  tra- 
i'erser  les  points  critiques  fixes. 

Considérons  une  intégrale  Y  jouissant  de  cette  propriété  et 
prenant  en  un  point  fixe  Xq  (non  critique  pour  cette  intégrale) 
une  valeur  initiale  C;  puis  joignons  Xq  à  un  point  x  par  des  che- 
mins L  quelconques  ne  passant  pas  par  les  points  (c).  Quel  que 
soit  le  point  x.,  l'intégrale  \  est  supposée  j  prendre  n  détermi- 
nations y\^  y-ii  '  '  •  1  yn-  D'ailleurs  ces  déterminations  (pour  un 
point  X  donné)  varient  avec  C  d'une  manière  continue;  je  vais 
montrer  d'abord  (pic  toute  fonction  symétrique  R  des  n  déter- 
minations yi,  . . . ,  y,i  est  une  Jonction  rationne/le  de  C. 

Partons  de  Xq  avec  la  valeur  C  et  parcourons  entre  Xy  et  x 
n  chemins  diflérents  L),  ...,  L,/,  de  manière  à  arriver  eu  x  avec 
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les  n  (K-terniinations  diflférenles  7, ,  ...,  7^,,  (*).  Nous  appellerons 
en  parlicuiier  Yy  la  branche  de  Y  suivie  le  long  de  Lj;  je  dis  qu'en 
tout  point  de  Ly.  ^  /  esl  une  fonction  méromorphe  ou  algébroïde 
de  Cl  pour  foit/c  x^dleur  de  C.  Kii  cH'cl.  d'après  les  corollaires  des 
pages  q,  10  et  i5  (note),  il  en  est  liien  ainsi  pour  les  points  de  Ly 
voisins  de  Xo-  D'autre  part,  il  n'est  pas  possible  que  Yy(C)  cesse 
d'être  algébroïde  à  partir  d'un  pt)int  x  du  chemin  Ly.  Appelons, 
en  effet,  C  la  \aleur  de  ^  y(C)  en  .r;  C  est  fonction  nu-romorphe 
ou  algébroïde  de  C;  et,  d'autre  pari.  |)uisque  x  ne  coïncide  avec 
aucun  des  points  (^),  Yy  est  fonction  méromorphe  ou  algébroïde 
de  C  pour  x  voisin  de  x\  donc  Yy(C)  est  encore  algébroïde  au 
voisinage  de  x.  On  en  conclut  qu'à  l'extrémité  commune  x  des 
chemins  Ly,  les  fonctions  j',,  ...,  yn  de  C  sont  toutes  méro- 
morphcs  ou  algébroïdes  quel  que  soit  C;  donc  la  fonction  symé- 
trique R(.r,  Xq,  C),  qui  est  fonction  uniforme  de  C,  est  méro- 
morphe en  C  pour  toute  valeur  de  C;  c'est  nécessairement  une 
fonction  rationnelle  de  C. 

Ce  j)oint  établi,  nous  pourrons  toujours  représenter  les  //  déter- 
minations jKi  ,  •  '  •  1  Vu  pai'  une  relation  implicite 

(7)  7"+  ^n-xi-r.  Xo,  C)jK"-»  +  . .  .-+-  Ro(^,  X«,  C)  =  o, 

les  R  étant  des  fonctions  symétriques  entières  de  )',  ...,j'„,  par 
suite  des  fonctions  de  x  partout  uiéromorphes  (|)uisque  uni- 
formes) sauf  peut-être  aux  [)oinls  (ç),  et  des  fonctions  rationnelles 
de  C.  D'ailleurs,  pour  des  \aleurs  données  de  x,  y,  X„,  la  rela- 
tion (-)  doit  déliuir  n  valeurs  de  C  (valeurs  au  jioint  Xq  des 
n  branches  de  l'intégrale  Y).  Les  R  sont  donc,  par  rapport  à  C, 
de  degré  //  au  plus. 

Nous  supposerons  que  R^  dépende  de  C.  (Si   cette  condition 

(')  Le  r;iisonnemeiit  deviendrail  inapplicable  [tour  les  valeurs  de  C,  corres- 
poudaiil  aux  inlêgialcs  exceptionnelles  définies  plus  liaul,  pour  icsquelle-;  on  ne 
pourrait  plus  obtenir  les  n  déterminations  sans  faire  passer  les  chemins  l,  p.ir  les 
points  critiques  (ixes  (Ç).  On  doit  donc  se  (leininiclcr  -i  ces  v;ileiirs  de  C  ne  seront 
pas  des  sin^ularilés  transcendantes  de  la  fiun  Imn  li.  M;ii>  la  foiietinn  H  est  nni- 
f  orme  dans  t<»nt  le  plan,  et  rcnseniblc  des  valeurs  excepliimiielles  de  C  est,  par 
•lypotlièse,  déiionibrable  :  ces  valeurs  devraient  donc  èlre  pour  1{  des  points  d'in- 
dcMerniinalion  weicrstrassiens,  ce  qui  est  iniiiiifcsli'niiiil  iMi[Missible.  ]'(iir,  à  la  (in 
du   Volume,  la  Note  de  M.  Painleve. 
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n'était  pas  remplie  de  piiine  abord,  on  la  réaliserait  eu  rfinn^ciuit 
j'  en  y -{-  const.)  Posons,  dans  ces  conditions, 

(8)  Ro(.r,  Xo,  C)  =  X, 

X  étant  un  point  d'un  clieinin  L  où  les  déterminations  de  y  ne 
sont  pas  nulles,  point  que  nous  commencerons  par  supposer  yî:re. 
Au  lieu  de  regarder  les  R  comme  fonctions  de  G,  nous  pouvons 
les  considérer  comme  fonctions  de  A.  Je  dis  que  l'une  quel- 
conque, Ry,  de  ces  fonctions  est  un  polynôme  du  premier 
degré  par  rapport  à  \. 

En  effet,  R/,  fonction  entière  dey,,  ...,  r«,  ne  peut  être  infinie 
que  si  le  produit  À  =  Ro  =  ±  JK,J'2  •• -y^  est  lui-même  infini. 

D'autre  part,  à  une  valeur  de  \  correspond  une  intégi-ale  unique 
de  l'équation  (i)  (partant  une  seule  détermination  de  Ry)  :  car  la 
relation  (8),  de  degré  n  en  G,  ne  fait  correspondre  à  une  valeur 
de  A  que  n  valeurs  de  G,  qui  sont  les  n  déterminations  de  l'inté- 
grale \  au  point  X^. 

Réciproquement,  à  une  valeur  de  Ry"(-2^,  Xo,  G)  en  un  point 
donné  x  il  ne  correspond  qu'une  valeur  de  a;  car,  d'après  la 
même  remarque,  à  une  détermination  de  Ry  correspond  une  inté- 
grale unique  de  Téquation  (i),  partant  une  seule  fonction  Rq. 

Ry  est  donc  bien,  par  rapport  à  À,  un  polynôme  du  premier 
degré. 

De  cette  propriété  des  fonctions  R  on  conclut  que  la  rela- 
tion ('-),  définissant  les  n  branches  de  l'intégrale  1 ,  peut  s'écrire 
comme  il  suit  : 

(9)  7"  +  [  '^«-1 1 J-,  X„)  -^  X  M„_,  I X,  Xo)]  r«-i  -^...+  [  Li  -r-  À  iM,]  j  ^  X  =  o. 

les  L  étant  méromorplies  en  x  pourvu  que  x  soit  distinct  des 
points  (i). 

Nous  avons  supposé  tout  à  Theure  que  le  point  x  était  fixe. 
Donnons-lui  maintenant  une  valeur  variable  en  laissant  Xq  inva- 
riable. Alors  \  est  une  fonction  tie  x  et  de  x  seulement;  de  même 
les  L  et  les  M.  Dans  ces  conditions,  la  relation  (9),  supposée 
résolue  par  rapport  à  A,  piend  la  forme  suivante  : 

.  K"-i-  l.„-il-^)  )'"-'-+-•  . .—  L|(a?)  V 

<  I  O  )  À  =  —   '-7-, f- TT—, ' 

M „_ ,  ( a-  )  j"'-- '  -f-  .  .  .  -1-  M 1  (  .r  )y  -T-  I 


niAi'iTHi:  1. 


Sii[i|i(iN(ins  inaiiilrn;inl  tjiio  l'on  effectue  sur  r('(|iial  Iimi  m  i  le 
chan^onicnl  (!<■  \;iri;iltle  (  lo).  L"('(|u;ition  rloviiMidiii 

(Ml  -r  =*(5",  Â), 

<1>  élaul  par  rappoii  à  A  uuc  fonclinn  alf^cbriqiic.  CcUo  fonction 
al'i(''l)ri(|iie  est  dailleurs  rationnelle,  j)uis(jn<'  à  un  syslrnie  de  va- 
leurs de  X  et  de  A  (ou  H„)  correspond   une  seule   détermination 

de   -j-^"    ^lais  alors    nous   pouvons   applupier  à    r('(piation  (il)  le 

picuiicr  llK'orrmt"  de  M.  Painlevé;  étant  donné  (pie  les  intéurales 
de  celte  écpiation  n'ont  aucun  point  critique  en  dehors  de  certains 
points  fixes  (H),  léquation  (ii)  est  nécessairement  une  équation 
de  Riccati 

(\i)  --  =  G(a:)X2+H(a7)X+ K(a7). 

ax 

D'où  nous  concluons,  en  définitive,  que  si  les  intégrales  de 
l'équation  (i)  n'acquièrent  que  n  branches  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles,  l'équation  (i)  sera  ramenée  par  le  changement  de 
variable  (lo)  à  Ic-qualion  de  Pviccati  (12). 

Je  dis  qu'//  n  existe  qu'un  seul  changement  de  variables  (10) 
ramenant  Véquation  (i)  à  la  forme  (12).  Supposons,  en  effet, 
quil  existe  une  fonction  )/  de  x^  différente  de  À  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés  [c'est-à-dire  ayant  ses  points  critiques  fixes  et 
liée  à  j- par  une  relation  (10')  ou  (9')  de  même  forme  que  (10) 
ou  (9)]  :  en  retranchant  (9')  de  (9)  on  trouvera  que  y  est  liée  à  x 
par  une  relation,  de  degré  /i  1=  i  en  1'.  dont  les  coefficients  ont 
leurs  points  critiques  fixes  :  les  intégrales  y  n'auiont  donc  (pie 
( /i  —  i)  branches,  ce  qui  est  contraire  à  riivpollu'se. 

Le  changement  de  \ariable  (10)  n  ('-lant  possible  (pie  d  une  ma- 
nière, nous  sommes  assurés  que  nous  pourrons  toujoui-s  obtenir 
fiar  ries  opérations  rationnelles  les  L,  les  M,  G,  M  ri  K  en  fonc- 
lian  des  rocjficients  de  (1)  et  de  leurs  déri^'ées. 

I  )eiiiaii(loiis-noiis  iiiainteiiant  de  (nielle  Idiiue  doit  (Hrc  une 
é'(piati(tn    (1) 

-f-  =  TT- —  I'  fl  O  |ii("iiii(i>  cuire  eii\) 
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pour  qu'un  chano;eiTiont  do  variable 

p(.r,  y)         —  (.V"-r-.  .  .   -  L:  )•) 


c/ta\r)         iM„_ij' 


\( p  et  r/  premiers  entre  eux  (•)] 


puisse  la  ramener  à  Téqualion  de  Rircati  <  12  ).  Je  dis  que  P  et  Q 
doivent  être  par  viqiport  à  y  de  degrés  -in  et  in  —  1  au  plus. 
Il  nous  sera  cotnmode  de  remplacer  l'intégrale  générale  À  de 
l'équation  de  Riccati  (^i  2)  par  son  expression 

,  a  (  .r  )  —  ^  (\r  )  // 

^  — • z r  ' 

ai  (  .r  I  H-  jii  (  ./■  )/i 

expression  dans  laquelle  a,  ^3,  a,,    j,   sont  des   fonctions  à  j)oints 
critiques  fixes  et  h  la  constante  arbitraire.  Nous  aurons 


h  = 


yp,  et  ^,  étant,  comme  p  et  ^,  des  polynômes  en  i',  premiers  entre 
eux  et  de  degré  2/<;  et  notre  équation  dilTérenliclle  s'écrira 

dh 

^^"' 
ou 

(f)q^  dp{\ 

^''^  ^  =  ^. ^^' 

le  numérateur  et  le  dénominateur  de  (^i3)  étant  respectivement  (-  ) 
de  degré  in  et  de  degré  m  —  1  en  y. 

Je  dis  que,  si  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  (i3^  ad- 
mettent un  facteur  commun  [r  —  0(j^)],  la  fonction  y  =:  0(x)  est 
une  solution  de  l'équation  (i).  En  etî'et  (3),  si  nous  remplaçons^ 
par  ^{x)  dans  la  déri\ée 

jPi  Opx  ôq^  ,/        ()px  àf/i 


ax  q\ 


(')  Si  /?  et  çf  notaient  pas  premiers  entre  eux.  les  intégrales  de  l'équation  (1) 
n'auraient  pas  n  branches  :  elles  en  auraient  moins. 

(')  On  vérifiera  sans  peine  que  les  premiers  coefficients  ne  sont  pas  nuls. 

(•')  On  a  toujours  le  droit  de  supposer  que_^K  =  6(a;)  n'annule  pas  «7,;  s'il   en 


était  auticnient,  on  cliangcruil  /i  en  —  • 


•j>.4  ciivpiTKi:  I. 

nous  ronslalcMis  (jiie  ccltr   iK  ri\ée  esl  identiquement  nulle.  Donc 

—  est  cttnstiuil  i)our  •>-  =  ()(,/■).  cl  ^'"al  à  une  certaine  \aleur  A„  de 

'/t  .  " 

la  constante  //,  ce  qui  prouve  quejK^  ^(^)  ^st  solution  de  1  «'(lua- 

lion   projjosée.  D'ailleurs,  j-  =  (i[x)  est   une  solution    multiple 

de  (i).  En  elTet,  la  dcri\ée  — —  esl  identiquement  nulle  pour 
Yz=iH{x):  donc  r  =  0(j;)  est  une  racine  multiple  de  légalité 
Ll-  =  //„.  Remarquons  enlin  que  j'  =  0(x)  est  une  intégrale  algé- 
hriifuc .  Reporlons-nous.  en  ell'et,  à  l'expression  de 


et  faisons-j  h  =  Aq,  y  =  O(^).  Nous  vérifierons  sans  peine  que  la 

dérivée--^  est  identiquement  nulle.  La  solution  j' =  9(ic)  vérifie 

dP 
«lonc  la  relation —^  =  o,   relation  qui  (comme  —  )   est   algébrique 

en  X. 

En  résumé,  nous  parvenons  à  la  conclusion  suivante  :  Ou  bien 
r équation  (i)  admet  une  ou  plusieurs  (')  solutions  particu- 
lières multiples  et  algébriques,  ou  bien  le  second  membre  de 
(i3)  est  une  fraction  irréductible.  Dans  ce  dernier,  pour  calculer 
les  L,  les  M,  G,  H  et  K  en  fonction  des  coefficients  de  (i),  il  suffit 
tlidcnlifier  les  coefficients  des  numérateurs  et  des  dénomina- 
teurs (-)  des  équations  (i)  et  (i3). 

Ainsi  se  trouve  démontré  le  second  théorème  de  M.  l*ainlevé 
que  nous  avions  annoncé  (p.  16).  De  ce  théorème  il  résulte  en 
particulier  (piiMi  ojx  ranl  tous  les  changements  de  variables  de  la 
loiiMc  (10)  Mir  les  écjualions  de  Uiccali  à  intégrales  uniformes,  on 
(d)liendra  toutes  les  ('(pialions  algébri(|ues  (  1  )  dont  les  inlégrales 
soiil  dc-^  lonctions  mulliloiines  à  11  bianelies.  lOules  les  équa- 
tions i  1  )    (|iii   ne   peii\eiil    pas  (Mre    obtenues  de  celte   manière  ont 


(')    Voir  la  Note  de  M.  Piiinlevé  à  l;i  lin  du  NuIiiim.-. 
(')  On  CDiiiriienr-iTit  par  le^  diMii)iMinati'iii'-<. 
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pour  intégrales  des  loiiclitJiis  imiltilorniesàune  iiilinilé  de  branches. 
Ce  sera,  en  particulier,  le  cas  pour  l'équation 

(.4)  ^^P^^'-^'^ 

lorsque  P  est  un  polvnoiue  en  y  de  degi'é  supérieur  à  2. 


IV.  —   Benicuques  sur  les  fonctions  niultifornies. 

Nous  venons  de  dire  que,  si  nous  nous  assif;nons  couinie  tâche 
l'étude  des  fonctions  définies  par  l'équation  difVérentielle  (i),  nous 
aurons  en  général  affaire  à  des  fonctions  qui  possèdent  une  infi- 
nité de  branches.  Cette  constatation  nous  met  dans  un  certain 
embarras.  Il  semble,  en  effet,  que,  jusqu'ici,  les  analystes  aient 
systématiquement  écarté  les  fonctions  multiformes  de  leurs  spé- 
culations. S'ils  ont  fixé  leur  attention  sur  quelques-unes,  c'est 
qu'ils  savaient  les  rattacher  à  des  transcendantes  uniformes 
simples  (')  {exemple  :  les  recherches  sur  les  fonctions  abé- 
liennes).  Mais,  pour  ce  qui  est  de  la  théorie  générale  des  transcen- 
dantes multiformes,  elle  est  à  tel  point  inexistante  que  nous  en 
ignorons  jusqu'à  l'objet;  nous  n'en  sommes  pas,  en  cette  matière, 
à  chercher  des  solutions,  mais  à  nous  demander  quelles  questions 
nous  pourrions  bien  nous  poser. 

Livrés  ainsi  à  leur  propre  inspiration,  les  géomètres  qui  vou- 
draient explorer  le  monde  des  fonctions  multiformes  pourraient 
peut-être  demander  quelques  suggestions  à  la  théorie  des  fonc- 
tions uniformes.  On  sait  par  quel  artifice  les  analystes  se  sont 
élevés  des  fonctions  rationnelles  aux  transcendantes  uniformes. 
Ayant  affaire  à  des  équations  admettant,  non  plus  un  nombre  fini, 
mais  un  ensemble  infini  (\e  racines,  ils  ont  cherché,  en  |)remier 
lieu,  à  déterminer  les  points-limites  de  cet  ensemble;  en  second 


{')  M.  Poincaré  a  démontre  que,  quelle  que  soit  la  fonction  m ulliforine  >•  de x. 
on  peut  toujours  exprimer  x  tl  y  tn  fonction  uniforme  d'un  même  paramèlre  t. 
Mais  nous  ne  sommes  qu'incomplètement  renseignés  sur  la  nature  des  fonctions 
x{t),  y{t),  dont  l'existence  est  ainsi  établie.  Ces  fonctions  sont  étudiées  par 
M.  Poinciiré  dans  un  .Mémoire  qui  vient  de  paraître  :  Sur  l' uniformisation  des 
fonctions  analytiques  {Acta  niatlieniatica,  t.  \\\I  ). 


,f,  CIIVPITKi:    I. 

lirii.  \\->  <'iil  ('lii.lic''  la  n'-parlilion,  la  rondcnsadon  des  racines 
;niloiir  (11'  leiii>  liiiiiles;  d'autre  [)ait.  ils  f)nt  exainiiK-  ralliirc,  le 
mode  de  eroissauce  des  fonctions  iinilDiines  au  \(»lsiuaj;e  des 
|)(MiilN-liiiiiifs  de  leurs  zéros.  On  |)<ut  poser,  relativement  aux 
fondions  pourvues  d'une  inlinité  d<;  brandies,  une  série  de  ques- 
tions analogues.  Comme  rensend)le  des  zéros  d'une  fonction  uni- 
forme, on  étudiera  l'ensemhle  des  points  critiques  d'une  fonction 
midlitnrnif  et  l'cnsemMe  des  déterminations  de  celte  fonction 
pour  une  \aleur  (|uelconque  de  la  variable.  On  recherchera, 
d'iuitrc  pari,  comment  ces  deux  ensembles  se  correspondent  l'nn 
à  riiulrc.  c'est-à-dire  comment  se  combinent  les  permutations 
opérées  autour  des  |)oints  critiques,  de  manière  à  donner  nais- 
sance à  l'ensemble  des  déternn'nalions.  On  étudiera  enlin  la 
croissance  des  diverses  branches  de  la  fond  ion. 

Toutes  ces  questions,  nous  les  rencontrerons  au  cours  de  ces 
Leçons.  Mais  je  veux  faire,  dès  maintenant,  quelques  remarques 
«générales  sur  les  points-limites  ('  )  des  déterminations  d'une  fonc- 
tion multiforme  y(jc). 

Considérons  un  ensemble  y,  (x)^  y-2{x),  ...  de  branches  de  y{x), 

holomorphes  au  voisinage  d'un  point  x  et  convergeant,  pour  x  =  .r, 
vers  un  point  Y,  du  plan  des  y.  Supposons,  de  plus  (-),  que  les  mo- 
dules de  ces  branches  soient  bornés  également  au  voisinage  du 
point  X,  c'est-cà-dire  restent  inférieurs  à  un  même  nombre  fixe 
quehjue  grand  que  soit  l'indice  i.  Dans  ces  conditions,  je  vais 
dt'-iuontrer  la  proposition  suivante  : 

l'ourvii  (flic  j-  ne  soit  pas  />oin(-/iniite  de  points  singulicrsi^) 

(')  On  Irouvcra  une  élude  délaillée  des  l'ouctions  engendrées  par  ces  points 
dans  la  Tlicse  de  M.  P.  Monlei  {Sur  les  suites  infinies  de  fonctions)  publiée  de- 
puis racliéveini.'nl  de  ces  Leçons.  Les  fonclions-liniiles  de  variables  réelles  avaient 
élé  depuis  lonj^lenips  étudiées  par  M.  Arzelà,  ainsi  que  le  rappelle  .M.  ÎNIontel. 

(■')  J'ai  nnontré  (  Itendic.  del  (ircolo  nui/,  di  /'alernio,  iijo;)  que  celte  sup- 
position est  iinjdiquée  dans  l'hypoliiése  d'apro  l,i(|uolle  x  n'est  pas  limite  de 
points  singuliers  ou  d'intersections  des  •)-,. 

(')  Tout  point  singulier  transcendant  doil  être  regardé  comme  poinl-limile  de 
points  singuliers  algélu  i(]ues.  Mais  la  réciproipie  n'esl  pas  vraie.  Eu  ellel,  nous 
considérons  comme  imini  lunili-  dr  pnmts  (■iili(|iii's  tuut  pdini  au  \oisinage 
duquel  une  infinili-  di;  lu  .inrhcs  r,  ^c  pennulcnl  aM'(  uiir  iiiliiiilc  d'autres 
l»raiiches;  cette  définition  ne  sup|>ose  pas  qu'une  iiilinili'  de  lir.itulies  se  per- 
mutent entre  elles  au  voisinage  du  point  considéré. 
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des  branches  yi(x)  ou  point-limite  de  leurs  intersections,  la 
limite  Y,  de  ces  branches  est,  au  voisinage  de  x,  une  Jonction 
holomorphe  de  x.  Les  dérivées  successives  de  Y,  par  rapport 
à  X  sont  les  limites  des  dérivées  successives  des  branches  yi[x). 

Nous  appellerons  la  limite  Y,  branche-limite  ou  fonction- 
limite  des  yi{x). 

Soient  y\,  y-ii  •  •  •  If^s  valeurs  de  y, ,  /o,  ...  pour  x  ^=  x\  décri- 
vons autour  de  x  un  cercle  c  tel  que,  pour  /  supérieur  à  un 
nombre  /«,  les  yi{x)  ne  présentent  aucun  point  critique  et  aucun 
point  d'intersection  à  l'intérieur  de  c.  Considérons  ensuite  une 
courbe  fermée  v  entourant  le  point  x  et  intérieure  à  c.  Je  dis  qu  il 
existe  sur  cette  courbe  des  arcs   où  la  dilTérence  ^K«+i  —  yu  est 

arbitrairement  petite  (  avec  -  )•  En  effet,  par  hypothèse,  cette  dif- 
férence au  point  x  sera  inférieure  à  tel  nombre  £  que  l'on  voudra 
dès  que  n  dépassera  un  certain  nombre  ns.  Supposons  alors  que 
l'on  ait  en  tout  point  du  contour  y,  pour  des  valeurs  indéfiniuienl 
croissantes  de  /«, 

(i5)  |jK«+i  — r"l>•^-• 

Puisque  la  différence  y„+,  — yn  devient  inférieure  à  z  dans  v 
(pour  n  >/«()?  l'inégalité  (i5)  exige  que  cette  différence  s'annule 
à  l'intérieur  de  c;  or,  elle  ne  peut  s'annuler,  car  elle  ne  saurait  le 
faire  qu'en  un  poiut  critique  ou  double  àes y„{x)  :  donc  i'„^,  — yn 
tend  bien  vers  zéro  sur  un  arc  au  moins  du  contour  y. 

Je  vais  conclure  de  là  quUiu  point  x  les  différences  des  dérivées 
successives  y'„+f—y',i,  y"„+i—y",n    •••   tendent  toutes    vers    zéro 

I 
avec  — • 
n 

Posons  r«+t —.1// =./"// (-^'^  et  montrons  que  Ton  aboutit  à  une 
contradiction  si  Ton  suppose  (pie  |/„  (  J^  )  |  reste,  pour  des  valeurs 
de  n  indéfiniment  croissantes,  supérieur  à  un  noml)rc  fixe  a  indé- 
pendant de  n.  Nous  savons  que  f,i{x)  est  holomorphe  et  bornée 
dans  le  cercle  c,  en  sorte  que  le  développement 

(16)  fn{x-^-r.)  =/„{t)  +/;,(?)t.  +.  .  . 

est  absolument   con\ergent,    (pnl   (pir   soil   // .   tant   (pie   |  t,  |  reste 
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inf/iirur  ;in  nivon  p  de  c.  Désignons  par  A^  la  plus  grande  valeur 

/'■'''(  !r  )  ' 

•— — |— I  lorsque   n   augmente   i'nd»Tiiiiiiienl. 

P-       ! 


prise  pai'  !<•  inodule 


Nous  sommes  certains  que  la  série  SA^r,/'  converge  absolument 
dans  tout  cercle  de  centre  x  intérieur  à  c  :  car,  s'il  en  était  autre- 
ment, \es/„{x)  tendraient  (pour  n  croissant  indéfiniment)  vers  une 
l'onction  (pii  |)réscnlerail  un  infini  ou  un  point  singulier  à  l'inté- 
rieur de  c.  Déterminons  alors  un  nombre  ^  (inférieur  au  rayon 
de  c  et  indépendant  de  n),  tel  ([ue  l'on  ait,  pour  n  assez  grand  et 
pour  I  Yi  I  <  [3, 


/;;<^)..  .  /:(^) 


<1  A2ï]-+-A3r.2-F...+  |<  -; 


puis  prenons  pour  courbe  "'  un  cercle  de  centre  x  et  de  rayon  3' 

moindic  (lue  j.  Comme  /',,  (  x  )  tend  vers  zéro  avec  —■<  on  \oit  que 
Il  ./Il  j^  1 

si  \f[^{x)  t  restait  su|)érieur  à  a,  fu^x  -h  v,  >  serait,  sur  le  contour 
de  y.  supérieur  a  — ■,  et  ne  pourrait,  par  suite,  tendre  vers  zéro  en 
aucun  point  de  ce  contour  :  ce  qui  est  contraire  au  rt'sultal  ob- 
tenu tout  à  riieure.  Nous  sommes  donc  assui'és  que  |y^', (  J7  )  |  est 
inférieur  à  a  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n  et  décroît  indéfi- 
niment avec  —-De  proche  en  proche,  on  démontrerait  qu  il  en  est 

de  même  des  dérivées  successives /";',(  .r  ),  /",',"(  ^j,  •••• 

Ainsi,  dans  le  développement  (i6)  tous  les  coefficients  tendent 

vers  zéro  avec  -•  11  en  résulte  (|ue  f,i  ou  Vn-^-K  — .>'«  tend  vers  zéro 

en  loiii  point  où  co.  dévelo|)pement  converge,  c'est-à-dire  en  tout 
point  intérieur  à  c.   Il  en  est  de  même  des  dérivées  r),^, — y',^, 

y  n+\       J  ir   •  •  •  ■ 

Cela  dit,  appelons  \  ,,  \',,  Y[,  ...  rensemble  des  valeurs-limites 
(\e%  Yiix),  y|(x),  y'iioc)^  .  .  .  en  un  point  cjuelconquc  du  cercle  c. 
Il  ii'siilic  (je  (<(•  (pii  |)récède  :  i"  que  l'ensemble  Y,,  se  réduisant 
a  MU  poMii  pour  ./;  z=  X,  se  réduit  encore  à  un  jioint  pour  toute 
valciii-  de  ,/    inii'iieure  à  r:  de  même  les  ensembles  Y',,  Y",  ...: 

•a"  «pie  le>  dillVfenees  ^  (— J"//,  Y',  —  r,',,  Y'j  —  V^,,  ...  leiideiil  \ crs 
/.•MO   a\ee   -•     l'.n    parlicuher.    si    Ton    appelli"   ;   l'I    ^,   7,,,    el    H„.     Il) 
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et  K|  les  parties  réelles  et  les  coeffieienls  de  \J —  i  dans  x,  y,i  et  "^  , . 
on  aura 

-—-  =  Iiui   — ^,  ••  •  ,  — —  =  lim   — -. 

On  en  conclut  que  ^  ,  est,  comme  r,;,  une  fonction  analytique 
holomorphe  au  voisinage  àe  x^x\  il  en  est  de  même  de  Y'^, 
Y"| ,  ...  et  CCS  fonctions  sont,  de  plus,  les  dérivées  successives  de  la 
fonction  Y,  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  avons  défini  la  branche-limite  \  )  au  voisinage  du  point  x. 
Que  deviendrait-elle  si,  nous  éloignant  de  x^  nous  faisions  varier  .r 
d'une  façon  arbitraire? 

il  est  clair  que,  si  x  vient  à  coïncider  avec  un  point-limite  de 
points  singuliers  de  branches  i7(x),  la  branche-limite  Y,(^a) 
pourra  présenter  en  ce  point  une  singularité  (').  Or,  dans  le  cas 
le  plus  général,  les  points  singuliers  de  r/(.2:)  auront  uik^  ialinitf'- 
de  points-limites  :  dès  lors,  quand  x  variera  d'une  manière  quel- 
conque, Y,  pourra  engendrer  une  fonction  multiforme  \ix)^ 
aussi  compliquée  que  la  fonction  y{îp)  doù  nous  sommes  partis. 
Parfois,  au  contraire,  la  fonction-limite  Y(j7)  sera  plus  simple 
que  y{x)^  et  c'est  en  ce  cas  qu'elle  nous  intéressera. 

De  l'existence  même  de  la  fonction-limite  Y(x)  on  (b'duira  la 
proposition  suivante  : 

Si  une  fonction  multiforme  y  satisfait  à  une  équation  tliffé- 
reniielle 

civ 

où  f  est  analyti'jue  en  x  et  y,  la  fonction-limite  Y  satisfait  à 
la  même  équation. 

En  edet,  pour  toute  branche  Y,  de  Y,  limite  d'un  ensemlile  de 
branches  j, ,  . . .,  y„  de  r,  on  a  les  égalités 

-~-    =  hm   -^~-  ,  liiny ',;r,  ï  ,  )  =  lim  f{x,  y^  )• 


(')  La  démonstration  donnée  ci-dessus  cesse  d'êlre  valable  lorsque  x  est  point- 
limite  de  points  singuliers  ou  il'interscctions  des  y^ix).  Mais  on  peut  montrer 
que,  sous  certaines  conditions,  les  points- limites  d'intersections  des  _^,  ne  sont  pas 
points  singuliers  |)our  \\{x)  (voir  le  Mémoire  cité  plusliaul  p.  26,  note  2). 
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Nmis  ronnaîlrons  ainsi  une  condition  nécessaire  pour  qu'en  un 
j)oinl  donné  les  dclerminalions  d'une  intégrale  r(^")  de  l'équa- 
lion  I  I  -1  ad  II  ici  Ici)  I  une  \  iiN'ur-ll  iiiil<'  unique  ou  un  nom  hic  Uni  de 
\aleurs-liniiles  :  il  l'audia  (jiic  ['('r/iKition  ^\-)  ail  une  intégrale 
uniforme  ou  une  inlégiair  ne  possédant  qu  'un  nombre  fini  de 
branches  (  '  ).  Va\  parliculi<T.  pour  «iiic  l(">  dt'lcrniinalions  Ait  y{x) 
n'aient  d'autre  valeur-limite  que  l'infini  (comme  il  arrive  pour  les 
détenninatioiis  de  la  fonction  inverse  d'une  fonction  entière),  il  faut 
que  l'équation  diflérenlieUe 

Z  —  -,  -,-    =  —  Z- 

admette  linléi^rale  j)arliculicre  ;  =  o. 

A  ces  observations  générales  j'ajouterai  une  remarque  d'un 
autre  ordre. 

On  sait  comment  les  analystes  ont  pu  rendre  uniformes  les 
fonctions  algébriques  en  les  représentant  sur  des  surfaces  de 
Riemann  composées  de  feuillets  superposés.  Il  ne  sera  pas  difficile 
d"a|qj]i{picr  aux  fonctions  pourvues  d'une  infinité  de  branches  le 
même  mode  de  représentation. 

Ap|)('loiis,  en  efïet,  jKi,  J  u,  •  •  •  les  diverses  déterminations  d'une 
fonction  multiforme  en  un  point  x.  On  peut,  d'une  infinité  de 
manières  (en  joignant  entre  eux  ou  à  l'infini  les  points  critiques 
dejK)?  tracer  dans  le  plan  des  x  un  système  de  coupures  tel  que  la 
fonction  }'  ne  prenne  en  chaque  point  qu'une  valeur,  lorsque  x  se 
meut  sans  franchir  les  coupures.  Les  coupures  <y, ,  c/o,  ...  seront 
par  exem|)le  des  fentes,  découpées  dans  un  feuillet  plan  J";  cl 
iniV;imliiss;il)l('s  pour  la  variable  x  :  au  point  x  du  feuillet  J',, 
y  pit-ndiii  hi  \  ;dciir  unique   y^. 

Si  nous  Nouions  maiiitcnant  |)ermuter  y,  avec  )'_>,  nous  devrons 
faire  varier  ./•  le  long  dun  (-)  lacet  fermé  L,  enlourant  certains 
poiiil-    ciiluiiics    X|,   .ro,    ....     \pl;ilissons    ce    lacet    de    manière 

(')  Nous  clablirons  direclcnienl  l'exislencc  d'une  Iclle  inli''j;i'ale  dans  les 
exemples  étudiés   au    Cliapilre   tV. 

(^j  II  |i(iit  aiiivir  (jue  les  (liHcnniiial ions  ),  et  _}„  s'échangent  entre  elles  le 
long  de  |ilii-icm>  l.nci-  L.   I.  .   I,  ,  ...    enlourant  des  groupes  dilléfents  de  points 
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à  reiulic  inlininieiit  pelile  Taire  comprise  ;i  J'inlériciir  tic  sa  Ixnjcie 
(sans  en  faire  sortir  loiilefois  les  poiiiis  .r,,  j^o,  ...).  Le  Jacet  L 
tendra  vers  une  ligne  sans  épaisscdr.  /,  issue  de  .r  cl  piiK onrue 
deux  lois.  Soit  x,  le  premier  point  crili(|ue  rencontre  sur  cette 
ligne,  J-\  le  dernier.  .Je  prendrai  |)our  coupure  f/t  le  sédiment  de  / 
compris  entre  ./•,  et  .r,  ;  puis,  à  parlir  de  ./•,  je  |)r.)|.. narrai  / 
jusqu'à  lintini  (ce  prolongement  ne  passant  par  aucun  point  cri- 
tique) et  j'appellerai  c,  le  segment  x\rc.  Si,  à  partir  de  x,  on  dé- 

Fig.  I. 


cril  un  lacet  U  qui  coupe  une  fois  la  ligne  c,  et  ne  rencontre 
aucune  coupure,  ce  lacet  permutera  les  déterminations  )-,  et  y-,. 
Cela  dit,  considérons  un  feuillet  plan  J'o  superposé  à  S,.  Dans  ce 
feuillet  découj)ons  des  fentes  suivant  les  coupures  <^, ,  d,,  ...: 
puis  relions  J'^  à  -i",  par  une  ligne  de  croisement  (')  placée  sui- 
vant c,.  La  fonction  )•  sera  uniforme  sur  l'ensemble  des  deux 
feuillets  J',,  J*^.  Au  point  x  du  feuillet  S.,,  elle  prendra  la  va- 
leur r-j. 

En  continuant  de  la  soite,  on  obtiendra  une  surface  de  Riemann 
formée  d'une  série  de  feuillets  J*,.  J*o,  J*:,,  .  .  .  sur  lesquels  rix) 
prendra  les  valeurs  jj^,,  j'o?  .''a»  ■  •  ■• 

critiques.  On  pourra  raisonner  sur  ces  divers  lacets  comme  nous  raisonnons  sur  L. 
cl  faire  correspondre  à  chacun  d'eux  une  ligne  c  suivant  laquelle  ou  mènera  une 
ligne  de  croisement  reliant  les  feuillets  i\  et  i?,.  Ces  deux  feuillets  seront  alors 
joints  par  plusieurs  lignes  de  croisement  au  lieu  d'une  seule. 

C)  On  sait  ce  qu'il  faut  entendre  par  là.  Considérons  deux  fentes  superpo- 
sées c',,  c"  découpées  respectivement  dans  les  feuillets  S,  et  «^  suivant  la  lignée,. 
Pour  joindre  S^  et  i?,,  on  relie  par  une  première  nappe  le  bord  droit  de  la  fente  c| 
au  bord  gauche  de  la  fente  c',' .  et  par  une  seconde  nappe  le  bord  gauche  de  la 
fenlo  c'  au  bord  droit  de  la  fente  c'[. 
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Or,  MM.  Polucaré  et  Vollcira  ont  démontré  (')  que  l'ensemble 
des  déterminations  7',,  T'o,  • . .  q»ie  peut  prendre  en  un  p(jint  x  une 
fonction  nHillilorme  est  un  ensemble  dénombrable.  Il  en  résulte 
(liTcii  (b'rmissanl  la  suite  des  branches  j', ,  y.j,  ...  sur  la  série  cor- 
n'spondaute  des  feuillets  J*,,  S'^-.  •••  on  épuise  toutes  les  déter- 
minations de  la  fonction. 

Ainsi,  il  csl  loujours  possible  de  construire  des  surfaces  de 
Riemann  sur  lesquelles  une  fonction  multiforme  donnée  peut  être 
regardée  comme  uniforme.  Il  existe  même  une  infinité  de  telles 
surfaces.  Mais,  notons-le,  la  définition  que  nous  en  obtenons  est 
purenieiil  théorique.  Nous  ne  pomons  prévoir  comment  seront 
agencés,  dans  chaque  cas  particulier,  les  feuillets  de  la  surface  et 
les  lignes  de  croisement  qui  les  rattachent.  Ce  sera  précisément 
liin  (b's  j)roblèincs  (pie  nous  nous  poserons,  lorsque  nous  serons 
en  présence  d'un  tjpe  nouveau  de  fonctions  multiformes,  que  de 
chercher  à  les  représenter  sur  une  surface  de  Riemann  aussi 
simple  que  possible  et  appropriée  à  leur  nature  (comparer 
Chap.  111). 


V.    —  Appela  la  notion  de  continuilé. 

Pour  clore  ces  préliminaires,  je  dirai  quelques  mots  dune 
méthode  générale  d'investigation  qui  me  sera  utile  en  mainte 
occasion. 

C'est  un  fait  digne  de  remarque  que,  dans  les  dillercnls  ordres 
de  sciences,  l'esprit  humain  suit  une  marche  semblable  :  il  part 
des  faits  connus,  puis,  par  continuité,  cherche  à  s'élever  de  ces 
faits  à  d'autres  faits,  voisins  mais  plus  complexes.  Ce  fécond  pro- 
cédé de  découverte,  la  théorie  des  équations  différentielles  ne  l'a 
pas  négligé  :  elle  en  a  condensé  la  vertu  en  trois  ou  (piaire  théo- 
rèmes sur  l('M|U('ls  nous  allons  porter  notre  allcnlioii. 

Sii|»posons  en  premier  lieu  qu'une  équation  ii)  (page  8)  ait 
une  intégrale  particulière,  r(.r,  Co),  exceptionnellement  simple 
(celte  intégrale  est  définie  par  la  valeur  inilialeCo  (pi Clic  pi<Mid 


(')    Voir   les   Leçons  sur  la   théorie   des  fonctions   de   M.  Boicl.  C.liiipiiic  IV, 
el  le  Méiiioirc  d(;  M.  f^oincaré  cilé  plus  haut,  p.  25,  cii  mile. 
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en  un  point  fixe  Xo).  Ne  va-t-on  pas  pouvoir  tirer  parti  des  pro- 
priétés de  y  (^5  C(,)  pour  étudier  les  intéj^rales  voisines,  c'est-à-dire 
les  intégrales  qui  prennent  en  X,,  des  \alcurs  C  \oisines  deCo"?  Le 
problème  re\ient  à  chercher  rominenl  \arie  en  (onction  de  C  l'inté- 
grale jk(^,  C)  (définie  par  la  valeur  initiale  G),  si  on  la  suit  i«;  long 
d'un  chemni  déterminé.  Or,  c'est  là  une  qiiestit>ii  que,  dans  des 
cas  particuliers,  nous  nous  sommes  déjà  posée  (corollaires  des  pages 
9,  10  et  10,  note).  Le  théorème  suivant  (')  y  répondra  : 

Soit  L  un  chemin  que/conf/ue  issu  de  Xq,  ne  passant  par 
aucun  des  points  singuliers Jixes  (;),  et  dont  aucun  point,  sauf 
peut-être  le  dernier,  x,  n^ est  point  critique  de  yi^x^  Cq)  (")• 
Sui\;ons  sur  L,  à  partir  de  La  valeur  initiale  C,  V intégrale 
y{jc^  C)  et  arrêtons-nous  au  point  x  : 

1"  Si  la  fonction  y{x,  Go)  de  x  est,  pour  x  voisin  de  x,  une 
fonction  holoniorphe,  niéromoiphe  ou  cdgébroïde,  la  fonction 
y  (x,  G)  de  x  et  C  est  pareillement,  pour  x  et  C  respectivement 
voisins  de  x  et  G„,  une  fonction  liolomorphe,  nié ro moi- plie  ou 
algébroïde, 

2°  Si  q  déterminations  de  y  (•J^,  Go)  se  permutent  autour 
de  X  (qui  est  alors  point  critique  isolé),  un  nombre  égal  (q)  de 
déterminations  de  la  fonction  de  x^  y  [x,  G)  se  permute/ont 
auprès  du  point  x  pour  G  voisin  de  Go. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  ce  théorème,  on  procédera 
comme  à  la  page  20.  On  sait  que  la  proposition  énoncée  est  vraie 
pour  X  voisin  de  Xq.  Dautre  part,  il  nest  pas  possible  qu'elle  cesse 
dètre  vraie  à  partii"  d'un  point  x'  du  chemin  L;  car  soient  G^,,  G' 
les  valeurs  dey{x',  Cq)  et  y{x',  G)  :  pour  x  ei  C  voisins  de  x'  et 
Go,  J^  sera  fonction  holomoi|)he,  méromorphe  ou  algébroïde  de  G', 

(')   Cf.  les  Leçons  de  Slocldiotni  de  M.  l'aiiilevé. 

(-)  Si  un  point  de  L  autre  que  le  derniex"  était  critique  pour  ^  (  j;,  C^),  celle 
intégrale  aurait  en  x  deux  valeurs  distinctes,  dont  chacune  enj;endrerail  une 
fr)nction  holoinorplie,  inéromorplie  ou  algébroïde  de  x  et  |C,  lorsque  a;  et  C 
varieraient  au  vuisiuagc  de  x  et  C,,.  D'ailleurs  il  serait  toujours  possible  de 
déformer  légèrement  le  chemin  L  de  manière  à  n'obtenir  en  x  qu'une  détermi- 
nation At  y  {x,  Cd  ). 

B.  3 
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cependant  que  C  sera  fonction  Ixiloiiiorplie  ou  méroiiiorphc  de  C; 
donc  la  proposition  est  vraie  sur  luul  le  chemin  L. 

La  seconde  partie  du  théorème  est  une  conséquence  du  corol- 
laire (h-  la  pai;c  lo.  \ppelons  j-f.  la  valeur  de  j>^(.r,  G)  au  point  J7  et 
supposons  (pie  |jour  .r  =  J7,  y{x,Co)  ait  q  déterminations  con- 
fondues en  )',^^ .  Le  résultat  que  nous  avons  obtenu  page  1 1  peut 
èlrc  interprété  comme  il  suit  :  lorsque  les  variables  x,  jKq,  ^'q  sont 
situées  dans  un  certain  domaine  D  au  voisinage  des  valeurs  x, 
yc  5  •^■'  I"'  branche  d'intégrale jk(^,  C)=  cp  (^,j'|,,  jTyjqui  est  égale 
ày'g  en  ^r^  admet  q  déterminations,  et  ^seulement,  voisines  de  j^c.»- 
Considérons  ces  q  déterminations  pour  une  valeur  fixe  de  C  voisine 
de  Cfl  :  je  dis  qu'elles  se  permutent  entre  elles  au  voisinage  du 
point  ./'.  Pour  le  Ni'rifK'i-,  entourons  ./■  d  un  petit  cercley  (  intérieur 
au  domaine  D)  sur  lequel  nous  prendrons  un  point  .r'.  La  branche 

d'intégrale  jK  (-^5  ^o)  ^i  en  x' ,  ^valeurs  différentes  j'(^^^,. .  .,  j4o..q"i 
se  permutent  entre  elles  lorsque  x  décrit  une  fois,  deux  fois,..., 
q  fois  le  contour  y.  D'ailleurs  la  première  partie  de  notre  théorème 
est  applicable  le  long  de  y.  Si  donc  l'intégrale  r  (x.  G)  a  en  x'  une 
première  valeur  j^c,  suffisamment  voisine  de  J)^c^,,  elle  acquerra 
au  même  point  (lorsque  x  décrira  le  contour  y)  q  —  i  autres 
valeurs  respectivement  voisines  de  rc„,.i5  •••5^Co,  -En  d'autres  termes, 
y{x,  G)  admet,  en  a?',  q  déterminations  se  pernuitanl  entie  elles 
autour  de  points  critiques  cpii  tendent  tous  vers  x  lorsque  G  tend 
vers  Gq. 

Il  sera  souvent^  commode  de  réserver  le  nom  de  poini  critique 
simple  aux  points  cnli(pies  algébriques 'autour  desquels  se  per- 
niulcnt  seulenuMit  deux  déterminations  [d'une  /onction  :  lorsque 
if  déterminations  s'échangent  autour  de  x,  on  admettra  qu  il  j  a 
q  —  I  points  critiques  confondus  en  x.  Si  l'on  adopte  ce  langage, 
4)11  pciil  duc  (pi";!  tout  |)oint  critique  x^  dey  (.r,  Gq)  correspond 
un  point  critique  .r, ,  de  j/-(-2^i  G),  voisin  de  r,  pour  G  voisin  de  Go- 
Ainsi  se  manifeste  enlie  les  allures  des  deux  intégrales  une  étrt)ile 
ressemblance,  dont  on  piolitcia  pour  étudier  les  |)ropri(''tés 
dejK(j7,  G). 

La  comparaison  de  deux  intégrales  voisines  sera  surtout  m- 
•slruclive  lorsque  l'une  des  deux  intégrales  sera  une  fonction  connue. 
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Mais  c'est  là,  ne  l'oublions  pas,  un  cas  exceptionnel.  Aussi  allons- 
nous,  pour  tirer  du  raisonnement  par  continuiti-  tout  le  parti  qu  il 
comporte,  recourir  à  un  artifice. 

Introduisons  dans  l'équation  (i)  un  paramètre  variable  >x.  Nous 
formerons  une  nouvelle  équation  diflérentielle 

(i8)  ^^'^^'''•^"'^''' 

qui  coïncidera  avec  l'équation  (i)  pour  une  valeur  particulière  de  [jl 
(par  exemple  tjL=i),  mais  qui,  pour  d'autres  valeurs  de  [jl 
(par  exemple  ^  =  o),  pourra  être  plus  simple  que  l'équation  (\). 
Si  nous  savons  alors  suivre  la  variation  des  intégrales  de  (i8) 
lorsque  [j.  varie  avec  continuité  de  o  à  i,  nous  pourrons  déduire 
des  propriétés  de  l'équation 

certaines  propriétés  correspondantes  de  l'équation  (i).  L'appli- 
cation de  cette  méthode  présentera  quelquefois  des  difficultés; 
cependant  nous  parviendrons  souvent  à  la  mener  à  bout,  en  nous 
appuyant  sur  les  théoi^èmes  suivants  (*)  : 

I.    Soit  le  second  membre  de  C équation  dijjerentielle 

(19)  5^  =-^^'^'-^'^^ 

holomorphe  pour  \x  —  Xf^\<.r^  \y  —  J'o  |  <  p?  |  [^ — [^o  1  < 'V. 
L^  intégrale  y  ^  de  (iS)  qui  prend  en  Xo  la  valeur  initiale  y  o  est 
une  fonction  holomorphe  de  x  et  [j.  pour  x  et  ]x.  respectivement 
voisins  de  x^  et  [Xq. 

En  effet,  soit  M  la  j)lus  i;rande  valeur  du  module  de/dans  le 
domaine  \x  —  Xq]  <  r,  \y  —  jKo |  <  p,  1  p-  —  l^o  1  <  "•  D'après  le 
théorème  de  Cauchy  (page  i8),  l'intégrale  j^^i  que  définissent  les 
conditions  initiales  x^^  yo  est  développable  par  rapport  aux  puis- 
sances   de    X  —  Xo    dans    un    cercle    de   rayon    au   moins  égal  à 


(')    Voir  PoiNCARÉ,  Les    niéChodes   nouvelles   de  la  Mécanique  céleste,   \^.  ^S 
€t  599;  Picard,  Traite'  d'Analyse,  t.  III,  Cliap.  VIII. 
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f.\  j t'    "*''  /  :  (1  ailleurs  les  cociliciciiis  tlii  développement  (fonc- 

lions  rationnelles  des  coefficients  def)  sonl  loiiles  fondions  holo- 
niorphes  de  a  dans  un  domaine  fini  non  nul  entourant  |j.=  a(,. 
On  en  conclut  que  l'inléj^rale  y^i  est,  elle  aussi,  fonction  holo- 
morphe  de  a.  (Cf.  p.  (),  note  :>..) 

11.  Les  hypothèses  de  L'énoncé  précédent  étant  supposées 
satisfaites,  soit  y\^  une  fonction  holomorphe  de  a  qui  se  réduit 
à  jy  pou/-  i>.^=  ;jLo.  L'intégrale  y^  de  (i8)  qui  prend  en  ^o  ^« 
valeur  initiale  y'^  est  une  fonction  holomorphe  de  x  et  u 
pour X  et  a  respectivement  voisins  de  jCq  et  p.o.  Nous  savons,  en 
eil'et,  nue  y^  est  fonction  holoinorpiie  de  .r,  de  y[^  et  de  -j.. 

Du  cas  où  le  coefficient  dillVrentiel /'est  liolomorplie  on  j)assera 
au  cas  où  il  est  méromorplie  en  retournant  Téquation  (i8)  et  la 
mettant  sous  la  forme 

c/.r  1 


Puis,  faisant  le  changement  de  variable jk^  ^~'-,  on  examinera  le 
cas  où  la  valeur  initiale  yo  ^'^^  infinie.  Enfin  on  étudiera  l'inté- 
grale j'm,  non  plus  seulement  au  voisinage  d'un  j^oint  .To,  mais  le 
long  d'un  chemin  quelconcpie  L  défini  comme  à  la  page  3.^.  Je  me 
contente  d'énoncer  les  résultats  auxquels  on  sera  conduit  [les  dé- 
monstrations sont  identiques  à  celles  qui  ont  été  données  aux 
pages  lo,  i5  (note)  et  33]  : 

111.  Supposons  que  /{-v-,  y-,  Y-)  admette  un  pâle  pour  x  :=  .ro, 
y=yf^^  >jL=:[Xo,  et  soit  holomorplw  partout  aiUeurs  dans  le 
domaine  \  x  —  .r„  |  <  /".  | y  — .l'o  1  <  ?•  1 1^-  "~  |^<>  I  <  '•  ^^  branche 
d'intégrale  y^,  de  (i8  )  qui  prend  en  .ro  l((  valeur  initiale  y^  est 
une  fonction  algébroïde  de  x  et  \x  pour  x  et  [jl  respectivement 
voisins  de  .r„  et  u„.  H  en  est  de  même  de  la  branche  d' intégrale 
(pd  prcntl  en  x^  une  valeur  y\^,  fonction  holomorphe  de  'j.  et  se 
réduisant  et  Vo  pour  \i.  =  u^.  vSoil.  (Taulrc  part,  (f  le  noml)re  des 
d<'-lciiiiiiialious  <lc  i',j  (pii  sonl  conlomliics  en  1\,  poui-  .r  =  .ro. 
Lorsque  les  \;irial»l<s  ./  cl  a  soûl  situées  dans  un  certain  domaine 
au  \oisinagr  des  salcuis  ./„.  a,,,  la  branche  d' intégrale  y  ^  admet 
q  détcrminatioits,  et  y  seulement,  voisines  de yo- 
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W  .   Ces  divers  résiillats  sont  applicables  à  l'tkpiahon 


I 

z  =■  -, 

y 


pour  X,  z-,  u.  rcspecli\ement  voisins  de  Xq,  g,  jjlq. 

V.  Soit  L  un  chemin  quelconque  issu  de  Xq,  ne  |)assanl  j)ar 
aucun  des  points  singuliers  fixes  (ç),  et  dont  aucun  point,  sauf" 
peut-être  le  dernier,  x,  n'est  point  critique  de  y{x,  Co).  Suivons 
sur  L,  à  partir  de  la  valeur  initiale  C,  l'intégrale  y^i.(x,  C)  : 

i"  Si  la  fonction  de  ,r,  y^^{x^  G),  est,  pour  x  voisin  de  x,  une 
fonction  holomorphe,  méromorphe  ou  algébroïde,  la  fonction 
de  x^  a  et  C,  y}^{x^  C),  est paieitlement,  pour  jc,  \x  ^^  ^  respec- 
tivement voisins  de  x^  [jlo  et  Co,  une  fonction  holomorphe,  mé- 
romorphe ou  algébroïde. 

2°  Si  cj  déterminations  de  y^^x,  Co)  se  permutent  autour 
du  point  X,  un  nombre  égal,  q^  de  déterminations  de  la  fonc- 
tion de  X,  y^i.{^,  C),  se  permuteront  au  voisinage  du  point  x, 
pour  tji  et  C  respectivement  voisins  de  u.o  et  Co- 

Tels  sont  les  théorèmes  fondamentaux  qui  permettent  de  com- 
parer entre  elles  les  intégrales  de  l'équation  (i8)  pour  deux  va- 
leurs voisines  du  paramètre  (j..  Faisons  en  particulier  [Ao=o  et 
considérons  l'intégrale  jK[x(^,  C)  le  long  d'un  chemin  L  où  r'o  (•2:',  C) 
est  holomorphe.  D'après  ce  qui  précède,  on  peut,  le  long  de  ce 
chemin,  développer  j'tj.  par  rapport  aux  puissances  entières  de  a. 
Les  coefficients  du  développement  seront  des  fonctions  de  x  qu'il 
sera  facile  de  déterminer.   Posons,  en  effet, 

y  =  cpo  -f-  'il  u.  -f-  Oi  tjL^  -t-  . . . 

et  substituons  cette  série  k  y  dans  les  deux  membres  de  l'équa- 
tion (19).  Développant  le  second  membre  par  rapport  aux  puis- 
sances de  tJL,  nous  aurons 

Pc» /'(.r,  o„.  o)            dfix.yo.o)^ 
?o  +  ?i  .a  +.  .  .=/(:r,  Oo,  o)  -^  ^- — ç,  +  — J  -i  --  .  .  .  . 

Cette  égalité  doit  être  satisfaite  (picl  que  soit  ;j.  :  donc  les  coeffi- 


38  CIIAl'lTHK    I.    —    NOTIONS    KONDAMENTALKS. 

cicuts  des  puissances  semblables  de   a  sont  égaux  dans  les  deux 
membres,  el  1  un  a 

■^  =/(^,  ?o,  o), 


dx  Oy  •  O'j. 

On  pourra  ainsi  calculer  de  proche  en  proche  les  coefficienls 
c5o,  '■^^,  '^21  •  •  -5  chacun  d'eux  étant  défini  (lorsque  les  précédents 
sont  connus  )  par  une  équation  différentielle  linéaire. 


CllAPlIKE  IL 

CROISSANCE  ET  AI.U  lîK  IV[J\E  i;i!  WCMK  niNTÉ(;i!  \[J-:. 


Considérons  un  point  singulier  Iranscendant  au  voisinage  du- 
quel s  échangent  une  infinité  de  bninches  dune  même  intégrale. 
Pour  étudier  ce  point  singulier,  il  v  aura  lieu  de  traiter  deux  pro- 
blèmes distincts  :  i"  étude  d'une  branche  d'intégrale  isolée  au  voi- 
sinage du  point  singulier:  a"  étude  du  mécanisme  au  moyen  du- 
quel cette  branche  s'échange  avec  les  autres. 

C'est  du  premier  de  ces  deux  problèmes  que  je  vais  m'occuper 
dans  ce  Chapitre.  Je  me  bornerai  d'ailleurs  à  l'équation  différen- 
tielle 

,    ,  (Iv         ^fi  r.   V  ) 

(0  -7-  =  ^j '■ — ' 

clx         ^(  r,  y  ) 

OÙ  y?  et  ^  sont  des  polynômes  jjar  rapport  à  }'  eX  par  fapjnn-t  à  ./", 
et  je  supposerai  le  point  singulier  transcendant  renvojé  à  l'inlini. 
Je  chercherai  donc  à  étudier  l'allure  des  branches  d'intégrales  (') 
de  l'équation  (i)  lorsf[ue  le  module  de  x  augmente  indéfini- 
ment (-). 


I.   —  Hnmches  d'i/itégralcs  a   croissance  exponentielle. 
Soient  p  et  q  les  degrés  des  polvnouies  *■$  et  .^0^  par  rapport  à  y. 


(')  D'une  manière  génénile,  j'entends  par  branctie  d'intégrale  :  au  sens  large, 
une  intégrale  suivie  le  long  d'un  chemin  direct  {voir  p.  (5);  au  sens  restreint, 
une  intégrale  suivie  le  long  d'un  chemin  rectiliij;ne  (en  ce  cas  je  désignerai  la 
branche  dintégrale  par  l'expression  :  ensemble  des  caractéristiques  issues  d'un 
point  donné  avec  une  valeur  initiale  donnée,  voir  p.  58). 

(-)  C'est  M.  Borel  qui  s'est,  le  premier,  systématiquement  préoccupé  déludier 
la  croissance  des  fonctions  définies  par  les  équations  .différentielles  [Mémoire 
sur  les  séries  divergentes  (Ann.  se.  de  l'Éc.  Aorm.  sup.,  1899)].  —  Cf.  Lindelôf, 
Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France,  1899. 
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.le  (li>tiii_i;Merai  deux  cas  siii\anl  qui' y>  —  q  esl  r-gal  à  i  oii  «lillV-rcnt 
(le  I,  cl  j'examinerai  (Tahord  le  |jreinicr  cas. 

Lorsque//  —  7  =  •>  I  <<iiialion  proposée  esl  de  la  forme 

d.i  ' 

les  (i  el  h  étanl  des  puljnomes  en  x.  Vovw  étudier  celle  équation, 
il  convient  encore  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  le  degré  de 
bp  est  supérieur  ovi  égal,  ou  hien  inférieur  au  degré  de  ctp.  Je 
Mipposciai  ici  la  dilîerence  |J.  des  degrés  de  bp  et  a p  positi\e  ou 
nulle,  et  je  montrerai  qu'en  ce  cas  il  y  a  entre  la  croissance  des  inti'- 
grales  de  lécpujtion  (2)  et  la  ci^oissance  des  fonctions  entières  une 
remarquable  analogie.  D'ailleurs,  les  intégrales  de  (2)  jouissent 
d'une  propriété  rpii  nous  incite  naturellement  à  les  rapprocher  des 
fonctions  entières  :  ces  intégrales  ne  présentent  aucun  infini  à  dis- 
tance finie.  En  efïet,  si  l'on  pose  r  =  -~',  on  transforme  l'équa- 
tion (2)  en 

dz   _—  z{h,,zi>^  ...^  h,,) 
—, —    —    ; j 

a.r  ai  zi'    '  —  .  .  .  -+-a„ 

el  la  nouNcilc  <'(jiialii»n  11  admet  d'autre  intégrale  nulle  à  dislance 
(inic  (pic  l'intégrale  constante  :;  =  r~' =  o. 

Pour  ('tudier  les  intégrales  de  (2),  nous  poserons  r  =  uv  et 

Plaçons-nous  à  l'extérieur  d'un  cercle  contenant  les  zéros  de  Op 
et  bp,  et  faisons  varier  .^•  sur  un  ravon  issu  de  l'origine.  Nous  pou- 

fj  o  3 

NOUS  ('crire  — ^  =  C  +  ^  .  C  élanl  un  iiolvnome  de  degré  a  et  '-  une 
'I  p  a  '       •  ^       ^         1 

fiaction    ralioiinclle   de    degré   négatif  ou    nul.    On  voit  alors  que 

loixpic  je  luddiilc  I  r  I  augmente  indéfiniment  le  Icrmc   en  x^  est 

prépondfiaiil  dans—;  pareillement  ('' )  le  leiine  en  ./i^-"'"'  est  pré- 
dp 

|)<iii(|('i;iiii  (j.ius     /     —^dx.  Soit  ^-.r!^"^'    ce  terme  :  (jncKpic  pelil 

(')    l'iiiir  le  M-ridiT  en   toute  li^nciif.   il   siiiïil    il(>  se  i-('|Mirti-r  ;i   rc\iiifs*i<)n    iit"- 

b 
nrr.ili-  ilc-  I  int  f:;iMlc  de   l,i  fr.ici mI  khiiu^IIc  -^  • 


cnoiss.VNcn:  rcr  ai.i.iiik  u'ink  iuunciii:  i)'inti':(;rai.i:.  U 

qiio  soit   £.  (in  inirn  fi  partir  (riiiic  ((M'Iaitu'   \ali'iif  /•  de  ./■  I  im-i^alilé 


On  (MJiiclul  (le  là  <|U(',  dans  [j.  H-  i  anj^lcs  ayant  ponv  soinmel  I  on- 

; — -  (a  élant  un  nonihre  arbitrairement 


gine  et  pour  amplitude  — 

petit),  le  module  de  u  augmente  indéfiniment  avec  \j('\,  tandis  que 
dans  a -i-  i  angles  alleinant  avec  les  [irécédents  ce  module  décroît 
indéfiniment.  Plaçons-nous  dans  l'un  des  jj.  +  i  premiers  angles, 
et  supposons  que  x  s'éloigne  indéfiniment  sur  un  rayon  R.  On 
peut  trouver  un  nombre  positif/  tel  que  l'on  ait,  sur  R,  à  partir 
d'une  certaine  \aleur  /'  de  [  .r  |, 


(3) 


u\>  e 


A- 1x1 


Cela  dit,  revenons  à  Téquation  (2).  Nous  avons  posé  r  =  //i-. 
Tenant  compte  de  la  valeur  de  —  ,  nous  écrirons 


60- 


hf,    ,  f//'-i  ('/'-•—  u'(  aii>  -)-...-!-  a,,-i  f//'-2 ('/'-'  ) 


a  i  ti  -h  .  .  .  —  o j)  ui'  (-'/'-' 

Nous  allons  chercher  une  limite  supérieure  du  module  |  e' |  sur  le 
rayon  R. 

Désignons  par  <r  un  nombre  supérieur  aux  degrés  de  tous  les 
polynômes  a  et  6,  et  supposons  provisoirement  que  l'on  ait  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  |  a?  | 


(4) 


\T\'y. 


Dans  ces  conditions,  lorsque  |  x  |  deviendra  très  grand,  tous  les 
termes  du  dénominateur  de  r'  s'eftaceront  devant  le  dernier.  D'ail- 
leurs |  «^  |  reste  supérieur  à  un  nond)re  fini  mtii  nul.  (  )u  |)()urra 
donc  trouver  un  nombre  positif  A  tel  que  Ton  ait  à  partir  d'une 
certaine  valeur  /•"  de  |  ./•  |  linégalitt'- 

(5)  Modulo  (lu  (It-noininaloiir  de  i-'  >  /i  |  ///'«-/'-'I. 

D'autre  pari,  quand  \.r\  est  très  grand,  on  a 
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elles  modules  des  polynômes  a,  b  sont  tous  inférieurs  à  la?]'^'. 
On  peut  donc  trouver  un  nombre  positif  A,  tel  que  l'on  ail,  à  par- 
tir d'une  certaine  valeur  /•'"  de  |x|,  l'inégalité 

(6)  .Module  (lu  ruiiiit'Tatcm-  <li'  y' <  //,  |  ui'-^  çi>-'^ x'^+V-+-  \. 

Soil  alors  /•„  un  nombre  siipérinir  à  /',  /•",  /•'"  et  tel  (juc.  pour 
j  .r  I  ^  /•„,  l'on  ait 

^i..i-<.-     . 

Si,  lorsque  |  ./■  |  croit  à  partir  de  rg,  l' iiiégalilé  {^)  est  satis- 
faite sur  le  rayon  R,  les  inégalités  (5)  et  (6)  j  seront  également 
satisfaites,  de  même  que  l'égalité  (3).  Il  en  résultera  que 

h'    c  V  M— i — <  •'•  "'^ 

Il  \u\ 

Posons  I  j7 1  =  /•,  et  soil  Vq  la  valeur  que  prend  v  (sur  le  rayon  R) 
au  point  j-'o  de  module  /•,).  Nous  aurons 


r 

e    - 


1  ''  —  ''o  I  <  /     (  [Ji  -f-  I  )  r!^  e     -         dr  <  e     - 

*-  l'a 

Dès  lors,  si  nous  choisissons  une  valeur  initiale  Cy  satisfaisant 


(7)  [t'o  |>  c-l-e     -   "     1 

OÙ  c  est  nu  uoiiibre  positif,  le  module  de  v,  lorsque  .r  s'éloignera 
sur  R,  restera  compris  entre  les  limites 

(8)  c<|.'|<|,'ol-;-^~^''V 

Nous  avons  oIjIcuu  celle  double  inégalité  (^8)  en  supposant  liné- 
galilé  (4).  Or  parlons  du  point  Xq  avec  une  valeur  initiale  c,,  \é- 
rifianl  l'inégalité  (7).  A  fortiori,  ou  ;iuiii  en  ./„  rinégalilé  (4). 
D'ailleurs,  lorsque  x  s'éloigne  sur  K,  la  double  inégalité  (8)  ne 
peut  cesser  d'être  vérifiée  tant  (pie  l'inégalité  (4  )  est  elle-même 
vérifiée.    Mais,    !i''(i|H(Mpieiiieiil,    tant    <pie    |r|    est    su  pcilcii  r   à  c", 
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[\  (i  \  satisfaisant  à  (?>)],  ou  a 

donc  rinéiialilé  (4  i  ne  [)eiil  cesser  d'être  vérifiée  avant  1  inéga- 
lité (8  ).  On  en  conclut  (jue  les  inégalités  (4)  et  (8j  ne  'cessent,  ni 
l'une  m  l'autre,  d'être  vérifiées  lorsque  x  s'éloigne  sur  K, 

La  persistance  de  la  double  inégalité  (8)  étant  ainsi  établie, 
nous  pouvons  résumer  les  n'-sullats  acquis  et  foruiiiler  les  conclu- 
sions suivantes  : 

Appelant^)'  une  intégrale  (juelconque  de  léquation  (2),  nous 
posons 

(9)  r  —  «t',  a  =  c"^  ^   "r 

et  nous  considérons  les  :j>- -H  i  angles,  ayant  pour  souniiet  1  origine, 
où  l'on  a,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  |  -3:^  | , 

I  «  I  >■  c''l*"r  ^  ( /c  iioml)re  positif  inrlépendant  rie  x). 

Dans  l'un  quelconque,  V,  de  ces  angles,  nous  prenons  un  point 
Xo  dont  le  module  est  supérieur  à  certains  nombres  que  nous  avons 
définis;  puis,  lorsque  .r  s'éloigne  indéfiniment  dans  l'angle  A  à 
partir  de  Xq^  nous  considérons  la  branche  d'intégrale  y  tjul 
prend  en  Xq  la  valeur  initiale  yo^=  ^"o'^(-^o)- 

Cela  posé,  nous  avons  démontré  que,  si  le  module  de  la  valecr 

initiale  i'o  EST  SIPKRIELK   A  C     '  ,    LA    BRANCHE    n   I.NTEflRALE   (9) 

A,  DANS  l'aJNOLE  A  POl  R  |  .r  |  >  /'o,  IN  AIODULE  VF.UIFIA.NT  LA  DOUBLE 
INÉGALITÉ 

A  et  À,  étant  des  nombres  |)Osilirs  non  nuls,  indé|iemlants  de  x. 

Ainsi,  il  existe  une  infinité  de  branches  d'intégrales  de  (2)  qui, 
dans  les  u.  +  i  angles  que  nous  avons  définis,  se  comportent  comme 
des  exponentielles.  Ces  branches  ne  présentent,  dans  les  angles 
considérés,  ni  zéro,  ni  pôle,  ni  point  singulier.  Nous  dirons  ipie 
leur  croissance  est  du  type  exponentiel. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'énoncer  supposent,  on  s  en 
souvient,  que  le  degré  du  polynôme  Op  est  supérieur  ou  égal  au 
degré  du   polynôme  cip,  en  d'autres  termes  que  ;ji.^o.  Si  a  était 
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nf'-gfilif.  il  .serait  \ain  d'étudier,  pour  \jc\  très  grand,  la  croissance 
des  hranches  dintégrales  de  (2)  :  car,  en  général,  ces  branches  ne 
croîtraient  pas  indéfiniment  avec  |  j:  |  (du  moins  lorsque  ui  ■< — i). 
En  revanche,  si  ion  connaît  une  intégrale /«//o/î/je/Ze  Y  de  I  équa- 
tion (2),  on  pourra  parfois  ramener  le  cas  |x  <;  o  au  cas  |J.^o.  Fai- 
sons, en  effet,  sur  1  équation  (2)  le  changement  de  variable 

L'équalion  dillf-rf-nlielle  à  laquelle  satisfait!^  admet  l'intégrale  par- 
ticulière ^  =  o.  Elle  f'st  donc  de  la  forme 

^/'^  rr     y  <r      y  II 


On  en  coih  lui  que  I  ('-quiii  ion  ;i  hKniclh;  satisfait  y,  est  une  équa- 
tion lalionnelle  de  la  forme  {'.>.).  Si  dans  cette  équation  la  diffé- 
rence jJL  r-st  positive  ou  nulle,  nous  pouvons  appliquer  notre  théo- 
rème. Nous  constatons  que,  dans  les  [J- +  i  angles  définis  plus 
liaiil,  l'intégrale  gént-rale  se  ra[)j)roclie  indéfiniment  (lorsque  |  x  | 
va  en  croissant)  de  l'intégrale  rationnelle  Y.  Dans  ces  angles  la 
différence  jK —  Y  est  comparable  à  l'exponentielle  e^'^''^''  ,  X'  res- 
tant compris  entre  deux  nombres  positifs  indépendants  de  x. 


II.   —    lira  ne  lies  fl'  iiil('.gr(iles  à  croissance  rationnelle. 

Nous  allons  supposer  mainlcnanl  (pie  dans  I^Mpialion  (liff(''ren- 
tielle 

(10)  y'-  ^'(■^'■T)  ^  h,-^-...^h„yi> 

Ici  di-'^yrs  f>  v\  (f  des  pol \  nomes />  el  y  ne  soni  pas  liés  par  la  rela- 
tion //  —  If  —  I . 

A.  Soir,  \:\  l'iiiMiii!  iiKT,  j)  —  r/ <;  I ,  c.'est-a-dikI':  ']=!>■  Dans 
celle  liypoihèse,  les  inl(-gr;ilcs  de  l'c-qualion  (lo)  ne  présentent  au- 
<• "(ini  a  dislanei;  finie,  h^nellel,  si  Ton  |)0se y  =  ^  ' ,  :;  satis- 
fait .1  une  équation  différentielle  dont  aucune  intégrale  (excepté 
l'intégrah'  particulière  z  ■=  o)  ne  s'annule  à  distance  Unie.  Je  vais 
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(lénionlror  que,  lorsque  |  .r  |  aiij^inenle  indélinimcnl,  une  hranche 
d'intégi-alr  quelconque  de  l'équation  U)  croit  moins  vile  qu'une 
/>  Il  issa  n  ce  fin  ie  de  \.Jc\. 

Pour  donner  un  sens  précis  à  cel  énoncé  il  faut  définir  la  nature 
du  chemin  sur  lequel  x  s'éloigne  indéfiniment.  J'appellerai  doré- 
navant chemin  direct  (dans  le  plan  de  la  variable  x)  tout  chemin 
dont  la  longueur  est  finie  ou  qui  est  transformé,  par  le  changement 
de  variable  .r  =  ç~^',  en  un  chemin  de  longueur  finie.  Plus  préci- 
sément, si  X,  x'  sont  deux  points  quelconques  d'un  chemin  di- 
rect L,  je  suppose  que  le  rapport  — =!r==  est  inférieur  à  un 

corde  x  .r' 

nombre  donné  k  qui  conserK'era  une  valeur  fixe  dans  tous  nos 
calculs. 

Cette  définition  donnée,  appelons  7  nii  culier  supérieur  aux 
degrés  de  tous  les  poljnomes  a  et  b.  Je  dis  que,  lorsque  x  s'éloi(;.\e 

IJVDÉFINIMEWT  SUR  Ui\  CHEIMI.X  DIRECT,  TOUTE  BRANCHE  n'i.NTÉOR ALE 
De(io)  satisfait,  a  partir  n'uTVE  CERTAIiNE  VALEUR  DE  X .,  A  l'iXÉ- 
GALITÉ 

Faisons  d'abord  une  remarque  préliminaire  :  //  n'est  pas  pos- 
sible qu'on  ait,  à  partit-  iT une  certaine  valeur  de  |vc|,  l'inéacilité 


(nj 


I j  I  >  I  ^  |a+i+a  (a>o) 


en  tout  point  d'un  chemin  direct  L  prolongé  indéfiniment. 

En  eft'ct,  soient  />'et  rf  les  degrés  (en  x)  des  polynômes  bp  etor^, 
et  soient  respectivement  bp  et  r/^  les  coefficients  de  xp'  et  .r?'  dans 
ces  polynouies.  Quelque  |)ctil  (pie  soit  £,  on  pcul  IrouNci-  un 
nombre  /■  le!  (pu-,  |)OMr  |  .r  |  >  /•  cl   | ,»'  |  >  |  •^"  l*^.  on  ait 


?{x.  y)  _  h,,.ri''yi' 
Q(-^.  7)        a,,x'i'yi 


.ri'  ri> 


x'i  j"/ 


Dès  lors,  si  x  est  cxl(Micui-  au  cercle  S  de  rayon  /  (pii  a  pour 
centre  l'origine,  Finégalitc-  (iii  enlraîne,  pour  une  luMiiclie  quel- 
conque de  (I  o). 


(12) 


-"/    /'  y  —  J-  xl'-'l 
'<<l 


y  ''y 


£|  j"|''-y 
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Adniotlons  qu'à  parlii  (Tiin  point  ro  ou  ail  l'inégaliu-  (i  i)  tout 
le  lonj;  d\in  rlioiiiiii  dirocl  L,  sur  lequel  \x\  est  croissant.  Appe- 
lant r  un  |)oiut  quelconque  de  ce  chemin,  nous  aurons,  si 
/>'-7'>o, 

r  _i .Ti'- 1  dx\<k\x \'''"'' I ^ - ^0 1 < /^- 1 ^ r  1  -^ - ^0 1, 

/  <'laut  le  nombre  fixe  qui  figure  dans  la  définition  des  chemins 
directs  que  nous  avons  donnt'e  plus  haut.  Intégrons  les  deux 
membres  de  (12)  le  long  de  l'arc  ûToX,  il  viendra  (') 


(.3 


[r(.r)f-f^'—\v(X(,)]'/-!>^i         b,,  xi'-'i+'  -  .r^;-'^'^' 


q—P^y  a^        f'  —  q 

<.tk\x\'^\x  —  X(,\. 


D'après  nos  hypothèses,  q — />  +  i  est  sup<''rieur  ou  égal  à  i. 
D'autre  j)art,  p'  —  ^'  -r  i  est  inférieur  à  />'  +  i ,  a  fortiori  à  a-  +  i . 
Donc,  lorsque  \x\  croîtra  indéfiniment,  l'inégalité  (i3)  donnera 
certainement,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  \x\^ 


\y 


U)l 


quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  e.  D'où  il  faut  conclure 
que  l'hypothèse  selon  laquelle  l'inégalité  (11)  serait  satisfaite,  à 
partir  de  a^o?  sur  tout  le  chemin  L,  est  une  hypothèse  inadmis- 
sible, (^uel  que  soit  le  nombre  positif  a,  il  existe  sûrement  sur  L 
des  points  de  modules  arbitrairement  grands  où  |  y  |  S  |  a:  ]''■'"'+='. 

Cette  remarque  faite,  je  démontre  que,  sur  le  chemin  direct  L 
où  |a:|  est  croissant,  il  ne  saurait  y  avoir  des  points  x  arbitraire- 


(')   <Jii  sait  (juc,  ^i  l'on  itUcgic  une  foiiclion  /(x)  le  l'Miy  iJ"iiii  clieiniu  1^  quel- 
conque, on  a  l'inégalilé 


f  /(x)(Lr\  <  f\f{x)dx 


Je  su|)[)ose,  0(1  (■•cri\:ifil    riiit-;;iilii('  (i.'î),  que   ^  =z  p'  —  q'  n'esl  pas  égal   à  — i. 
La  (léinonslrulion  --iili^i^ti-  d'inl  Iciii-.  lorsque  ;j.  =  —  i.  à   ccl.!  pu'--;  (|uc  .r'"^i' — J^J*'*' 

csl  reinplaci-  par  lo;;  — • 

Xa 
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ment  éloignés  où  Ton  ail 

Supposons,  en  ellel,  <pi'il  existe   de   tels  points  ~r.   D'après    la 
remarque  précédente,  on  pourra  toujours  trouver  sur  L  (si  \x\  est 
assez  grand  )  des  points  Xo,  tels  que  /■  <  |  ./^o  |  <  |  ^  |,  où  l'on  aura 
1j^'(^o)|  =  |ro|  =  ku|'^'-^*         (o<a<i). 

Parmi  ces  points,  appelons  spécialement  Xq  le  dernier  rencontré 
avant  d'arriver  en  x  (lorsqu'on  suit  le  chemin  L  en  se  diri- 
geant vers  l'infini).  Nous  aurons,  en  Xq,  \y„\  =  \x„\'^+*+^,  sur 
l'arc  Xox  de  L,  |r  |  >  |  .r  |'^+'+«.  Dès  lors,  l'inégalité  (i3)  sera 
vérifiée,  comme  plus  haut,  sur  Tare  Xo^.  Posant  p' — q' =  u,  et 
remplaçant  |  l'o  |  par  sa  valeur,  on  aura 

L       i^  ^  '  J 

Etant  donné   que  — ■ <  cr -(- i ,    il    est    clair    que,    lorsque 

'g  —  p  + 1  ~  1  i 

\x\  dépasse  un  certain  nombre,  la  dernière  inégalité  écrite  est 
incompatible  avec  Tinégalité  (i4)-  ^^n  est  donc  conduit  à  une 
contradiction  si  l'on  suppose  l'inégalité  (i4)  vérifiée  pour  des 
valeurs  de  |  j:  |  arbitrairement  grandes.  Ce  qui  démontre  le  théo- 
rème énoncé. 

B.  Soit,  EX  sfxoivd  lieu,  p  —  ^>i  ou  p  —  q~2.  Dans  cette 
hypothèse,  les  intégrales  j''  de  l'équation  (lo)  ont,  en  général,  des 
infinis  à  distance  finie.  On  ne  peut  donc  |)lus,  lorsque  x  s'éloigne 
indéfiniment  sur  un  chemin  direct  quelconque,  assigner  une  limite 
supérieure  au  module  de  )  .^'Néanmoins,  en  nous  inspirant  de  la 
théorie  des  fonctions  méromorphes,  nous  obtiendrons  quelques 
indications  intéressantes  sur  la  croissance  des  intégrales  y. 

Pour  étudier  ces  intégrales,  j'établirai  deux  lemmes  prélimi- 
naires. 

Lemmk  l.  —  Appelons  Xi  un  infini  de  r intégrale  y,  s-  un 
entier  supérieur  aux  degrés  de  tous  les  polynômes  a  et  b.  Je 
dis  que,  si  \xi\  est  supérieur  à  un  certain  nond>re  /•,  on  peut 
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entourer  Xi  d'un  cercle  ci  jouissant  des  propriétés  suivantes: 

\"  A  V intérieur  et  sur  le  contour  de  c/,  Ici  branche  d'inté- 
i^rale  infinie  en  xi  a  un  module  supérieur  éi.  |./|'+'+=',  a  étant 
un  nombre  positif  arbitrairement  petit  ; 

2"  Sur  le  contour  de  Ci.  le  même  module  est  inférieur  à 
|^|<î+'+?,  9j  étant  un  nombre  positif  compris  entre  x  et  i. 

Au  voisinage  de  Xi,  on  a  rinéi;alité  (i  i) 

sur  loul  are  issu  de  x/.  Or  nous  asons  \u  qu'on  peut  trouver  un 
iioiul)rc  /•  tel  (jue,  pour  \xi\  >  /•,  r inégalité  (i  i)  entraine  Viné- 
U(dité  (ift  ).  Intéi^rant  cette  inégalité  le  long  d'un  chemin  direct, 
nous  aurons,  puisque  q  —  />  +  i  <  o  et  [r (,./'/)]'//'+'  =  o, 


(li; 


;_(/,_,^_,)  _  P_ 1 i  (^i+t^  —  ^)- 


tkip  —  q—  \)\x\;-\x  —  Xi\^ 


OÙ  1  .r  1*^  est  la  plus  grande  valeur  de  |  x  Y  sur  le  chemin  xix^  ^  la 
différence  des  degrés  p'  et  </',  et  s  un  nombre  qui  sera  arbitraire- 
ment petit  si  l'on  a  pris  /■  assez  gxand  ('). 

Autour  de  Xi  comme  centre,  traçons  un  cercle  Ci  de  rajon 

^  __  1  ^^.  |-i(î-f-i-t-a')(/^-</— i)-(A^ 

a'  étant  un  nombre  positif"  inférieur  à  i.  L'exposant  de  |  .r,  |  dans 
l'expression  de  o  sera  négatif",  puisque  ||j.|<;a-,  p  —  </  —  i  =  i. 
Donc  le  rayon  de  c/  tendra  vers  zéro  avec  |  Xi  |"'. 

D'ailleurs,  si  |  x/ 1  est  assez  grand,  nous  aurons,  en  loul  point 
du  cliemiii  XiX  intérieur  à  c'/,  les  inégalités  (-) 


\x-Xi\(,\Xi\z^'^)^< 


37»+!^—  a-!."*"^ 


\x-Xi\{\xi\±^Y-, 


X-Xi\(\  Xi  \zj^^)^<\x^-\\x  —  Xi\<\x-Xi\{\Xi\±^  )!^, 


(  '  )    Voir  p.  4''5  noie. 

C)  Ces  illégalités  s'oijlienncnL  aiséiiieiil.  D'une  iiiaiiiore  générale,  posons 


|.r-avl  =  |^,|>-P<p         (p>o); 


: —  ~  (X  —  X,)  a:-*    i-f- e""  x,  h?  -h 


iii^2li^^c-|..|-?-^, 


••]' 
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OÙ  l'on  devra  prendre  les  signes  supérieurs  ou  les  signes  infV-rieurs 
suivant  que  [J-^o  ou  ij.  <; —  i;  et,  d  autre  |iart,  étant  donnée  la 
valeur  de  Ci  e/i  fonction  de  a:,,  on  pcnl  upiel  (pie  soit  le  nombre 
positif  a"  <;  a')  jirciuli-c  /•  assez  graïul   poiii-  cpic  Ion   iiii.   lor^ipie 

i\  -+-  tk){p  —  (]  —  \)o(\  Ji  I  ±  p;!A<  (  |x/|  —  p)-(<i+i-i-a"H/»-7-i', 
(1  — £A)(/?  — 9  —  i)p(|.r/|  qr  p)tA>  (|  j-/|  -H  p)-ia-t-i-t-a'-t-a'')'/.-qr_i)_ 

Interprétons  alors  liiK-gaiité  (i5)  en  supposant  /■  iiinsi  déter- 
miné. Un  calcul  iacilc  nous  montrera  que  l'on  a,  en  loul  point 
de  c/, 

(16)  \y  ^-i/'-tz-i)  <;  I  X  |-(<7H-i-Ha'n/:;-y-  1) 
et,  sur  le  contour  de  c/, 

(17)  \jy  |-(/'-7-i)>  I  X  |-((T-t-i+a'-î-a")(/'-7-i'. 

Si  l'on  a  j)ris  a,  a',  a"  assez  petits  |»our  que 

a  <<  a",  3  =;  3c'  -4-  a"  -<  i , 

on  conclura  de  ces  deux  dernières  inégalités  que  le  cercle  c/  satis- 
fait bi'en  aux  conditions  posées  par  l'énoncé  du  lemme. 

Or,  remontons  le  fil  de  notre  démonstration.  Nous  venons 
d'établir  que,  lorsque  x  s'éloigne  de  Xi  dans  Ci,  aussi  longtemps 
c}ue  l'inégalité  (i  i)  est  vérifiée,  il  en  est  de  même  des  inéga- 
lités (i5),  (16),  (i^)-  Je  dis  qu'aucune  de  ces  inf^galités  ne  peut 
cesser  d'être  vérifiée  dans  c/.  En  effet,  supposons  que  l'inéga- 
lité (11),  satisfaite  sur  l'arc  Xix',  cesse  de  l'être  au  point  x' ;  sur 
l'ai'C  Xix',  on  aura  l'inégalité  (i6),  lacjuelle  entraîne,  a   fortio/i, 

u)  étant  un  angle  réel.  Donc,  si  \x,\  est  assez  graïui.  le  inoriule  du  seiMiid  membre 
sera  sûrement  compris  entre  les  limites 

et,  a  fortiori,  entre  les  limites 

|a;-x.|[|a:.|i-zp''^~^''"^'|.r.|>— pj, 


d'oii  l'on  déduira  les  incgalilés  écrites. 
B. 


5o  <;ii Ai'i nu;  ii. 

rinéi;aHtt^  (ii):  "l<nu'  celte  dernière  esl  nécessairement  satisfaite 
sur  lin  arc  pins  j^iand  (|iie  Xix' .  Le  premier  leninie  esl  donc  com- 
plrlciiicnt  dt'monlrë. 

Nous  avons  supposé,  toiil  ;"i  riicure.  la  \alcur  inilialc  y{xi) 
infinie.  On  \oil  sans  jieinc  (pie  ct'Ue  iijpolhèse  nest  pas  indispen- 
sable :  il  suflirait  de  inodifici-  léi;èrenient  les  formules  écrites  pour 
appjiipier  la  deiiioiisl ration  pn'cédenle  an  cas  où,  an  poinl  Xi^  on 
a  >enleiiient  I  iu(''i;alil<'' 

(i8)  Lri^)  I  >  I  ■T'I'^-^'-^T         avec         7  >  ?• 

•le  puis  donc  éiioneei'  le   leiiiine  sni\aiil    : 

Lkmmk  11.  —  Soit  une  branche  d' intt^grale  y  qui  satisfait 
en  un  point  x'-  à  l'inégalité  (i8).  Si  |  x^  |  est  supérieur  à  un 
certain  nombre  /•,  on  peut  entourer  x\  cV un  cercle  c\  de  rayon 

p  =  I  x\  \-  T-Hi4-a"'/.-7-i)-îJ.  (  x'<  [J  —  a), 

à  l'intérieur  duquel  \y\  est  supérieur  à  |j7|<^+'+°',  et  sur  le 
contour  duquel  \y  \  esl  inférieur  à  |  x  ["î+'+P  (a  <<  j^  <;  y). 

On  en  conclut  de  là  que  la  branche  y  devient  nécessairement 
infinie  à  l'inlérienr  de  c].  En  efFet,  lorsque  \y\  croit  depuis 
I  ^'(-î^,')!  jusqu'à  linfini,  le  |)()iiil  j;,  variant  à  |)arlir  de  x\,  ne  peut 
sortir  de  c);  il  décrit  un  chemin  /  aboutissant  en  un  point  Xi  inté- 
rieur à  c].  Traçons  le  cercle  ci  relatif  à  ce  point  Xi  (en  appliquant 
le  premier  lemme).  I^e  chemin  /  sera  loul  entier  contenu  dans  c/. 
Donc  x'^  est  à  l'intérieur  de  C/. 

De  ces  divers  résidtats  nons  déduirons  le  théorème  suivant  : 

Soit  X  un  point  quelconque  extérieur  aux  cercles  c/  décrits 
autour  des  infinis  xi  d'une  branche  d' intégrale  y.  Pourvu  que 
\x\  dépasse  un  certain  nombre  fini  /•,  la  branche  d  intégrale 
considérée  satisfait  à  l' inégalité 

l'.ii  etlel.  (I  a|)rès  le  second  lemme,  tonl  poinl  .Z'^'  on  celle  inéga- 
lil(''  n  est  j)as  salislaile  esl  inli-rienr  à  nn  eerch-  c/. 

(  hielle  e>l   la   poili'e  dn   lliéorènic  cpie  nous  xeuons  d  énoncer? 
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Il  est  clair  (|iie  ce  ihcorcme  no  nous  inléiessera  (|u"aiilant  qu'il 
existera  des  points  ./■  cxtt'iicuis  à  tf)us  les  cercles  c,.  Nous  sommes 
ainsi  conduits  à  ('ludicr  plus  en  détail  les  cercles  c<  et  leur  distri- 
bution. 

En  premier  lieu,  je  dis  (jue  la  branche.  <!' intégrale  qui  est 
infinie  en  xi  ne  présente  pas,  à  V intérieur  de  Ci,  d'autre  infini 
que  Xi. 

Pour-  le  démontrer  en  toute  rigueur,  nous  introduirons  dans 
l'équation  (  lo)  un  paramètre  variable  ui.  (conformément  à  la  mé- 
thode exposée  au  Cliap.  I,  §  V). 

Considérons  l'équation 


(19) 


y 


b,,y'>-r-  ix(b,,^iy'"^ 


60) 


^'if-^  \^((^'i-iy'''^ 


«0) 


et  faisons  varier  |jl  de  o  à  1.  D'après  notre  premier  lemme  (*),  la 
branche  d'intégrale  V^àe  (19)  qui  est  infinie  en  .r,  satisfait  {quel 
que  soit  [j.)  à  l'inégalité  (16)  dans  Ci  et  à  l'inégalité  (i^)  sur  le 
contour  de  c/.  D'ailleurs,  aucun  point  de  c,  où  y^_  est  fini  ne  peut 
être  critique  pour  cette  intégrale.  En  effet,  nous  supposons  /•  assez 
grand  (p.  /\b)  pour  que  |  a:^  |  >  /'  et  |y  |  >  |  .r  j<^  entraînent 


P(^,jk) 


Q(^-r) 


Xl> 


xi>'-'l'  yi'-i 


Donc  l'intégrale  "Kfi.  satisfait  à  cette  inégalité  dans  c/.  Dès  lors,  à 
l'intérieur  de  c/,  Q(^,  jKtx.)  ne  saurait  s'annuler  pour  aucune  valeur 
finie  de  y^. 

Nous  concluons  de  là  que  les  théorèmes  du  Chapitre  I  (§  V) 
sont  applicables  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  de  C/.  Si,  pour  une 
valeur  [j.o  de  [J-,  jKji  n'a  qu'un  infini  dans  c,,  elle  n'en  aura  encore 
qu'un  pour  les  valeurs  de  ij.  voisines  de  [Aq-  Or,  nous  savons  que, 
lorsque  [jl  est  nul,  l'intégrale  v^  n'a  dans  C/  qu'un  infini  Xi\  sup- 
posons que,  pour  m  =  i ,  elle  en  ait  plusieurs;  alors,  il  devra 
exister  des  valeurs  a' de  a(o -<  |  a' |  <  1)  pour  lesquelles  ijj.  aura 
un  ou  plusieurs  infinis  siir  le  contour  de  c,;   mais,  d'après  l'iné- 


(')  La  valeur  que   nous  avons  assignée  au   rayon   p  de   c,  ne  ilépend  tjue   des 
exposants/»,  <y,  p  ,  q\  t;  elle  est  donc  indépendante  de  [x. 
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j;alilé  (i"),  celle  cire  (»iisl;inre  no  pcul  se  ])résenter;  donc  Thypo- 
llièse  lailo  csl  inadniissiljle. 

Dailleuis.  daprcs  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  brandie 
crintrgrale  infuùe  en  x,  ne  présente  (ineiin  point  critique 
dans  Ci,  sauf  peui.-ê Ire  au  point  xi  lui-même.  Le  poinl  xi  sera 
critique  si  p  —  g*  =  -^  ;  il  permutera  p  —  q  —  i  déterminations. 

Des  propriétés  des  cercles  c/  cpie  pouvons-nous  concluic  rcla- 
tivemenl  à  leur  dislnhnlioii  dans  le  plan  de  la  vanahle  x? 

Si  l  intégrale  y  qui  est  infinie  aux  points  .r,,  x-y-,  •  •  -,  xi^  . . . 
était  une  fonction  uniforme  de  x,  nous  pourrions  affirmer  que 
les  cercles  Ci  relatifs  aux  points  .r/  seraient  tous  extérieurs  les 
uns  aux  autres  (du  moins  pour  |  :r/ 1  >>  /•  ). 

Ap|)elons  en  eflet  a,  nn  nombre  posilil  inférieur  au  nombre  a 
qui  ligure  dans  l'énoncé  du  premier  lemme,  el  appliquons  de  nou- 
Aoau  ce  lemme,  en  remplaçant  a  j)ar  a,,  3  par  a  :  on  peut  entourer 
le  point  Xi  d'un  cercle  c'-  tel  que  Ion  ait,  dans  ce  cercle, 
|j^  I  >»  I  o"  j<î+'+«i,  el  sur  son  contour  |  j)'  |  <  |  ^  j(T+i+a,  T^e  cercle  c- 
est  concentricjue  au  cercle  c/,  mais  de  rayon  plus  grand:  comme  c/, 
il  ne  contient  d'autre  infini  de  r  que  le  j)oint  ,r,.  Dès  lors,  si  le 
cercle  Cj  relatif  à  Xj  coupait  le  cercle  c^,  il  couperait  nécessai- 
rement le  contour  de  c'^  .  Il  y  aurait  donc  un  arc  de  c,'  intérieur 
à  Cj  sur  lequel  on  dcMait  a\oir  (premier  lemme) 

I  K  i  >  I  ■'^  |T4-i+a 

ce  qui  n'est  pas  possible,  d'après  la  définition  de  c'^  :  on  en  conclut 
que  les  cercles  c/  et  cj  ne  se  coupent  pas. 

Les  choses  se  passent  autrement  lorsque  l'intégrale  y  esl  une 
fonction  mullifoiine;  il  peut  arriver  alors  que  toute  valeur  de  x 
soit  inli'rieMi  <■  à  un  ou  plnMciiis  (('icles  c/.  Mais  nous  p(.)urr()ns 
néanmoins  ramener  ce  cas  au  j)récédent,  à  condition  de  fau'c 
varier  x  non  plus  sur  un  |ilaii.   mais  sur  une  surface  de  Riemann. 

.1  ai  rappelé  (p.  3l)qu  Ou  peut  lou  jours  regarder  ]'  (duiu)e  fonc- 
lioii  tiuilonue  d  im  poinl  niolule  sur  une  surface  de  Hieuiann, 
hUiface  loiUK'c  de  leudb'l>  superp(.>S(''S  siii'  lescpieis  ou  a  Ir'acé 
un  certain  nombre  de  feules  (cou|)ures)  el  (pie  relieul  enire  eux 
des  lignes  de  crfiiseiiieiil   iiieiK'es  siiiNaiil  cerl:iiiie>  e(Mi|uires. 

Si/;»  —  q  <i  i  les  |ioinls  ./ ,  soiil,  uoiis  la\oii>  dil.  des  points 
oïdinaires  dey:   ou   peiil   alois  disposer  des  cou|iures  de  manière 
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qu'elles  ne  péuèLrcuL  pus  dans  les  ccrries  c/.  Si  p — 7^'^, 
p  —  q  —  I  (lélerminations  se  perinutent  auloiir  de  x,;  la  sui-lace 
de  Riemann  a,  par  suite,  an  voisinage  de  jt/,  p  —  7  —  1  Irnillrts 
reliés  entre  eux  par  des  lignes  de  croisement  issues  de  u;/;  d  ail- 
leurs, nous  pouvons  toujours  disposer  de  ces  lignes  de  croisement 
de  manière  qu'au  voisiuage  de  xi  elles  coïncident  avec  un  même 
rayon  du  cercle  c/.  Dans  l'un  ou  I  autre  de  ces  deux,  cas,  le  raison- 
nement de  la  page  précédente  est  applicable  à  la  surface  de  Rie- 
mann. Il  établit  que,  sur  cette  surface,  les  cercles  ci  relatifs  niix 
poinls  Xisont  Ions  extérieurs  les  uns  aux  autres  [dn  moins  pour 
\xi\>r). 

Nous  voici  maintenant  en  état  de  tirer  de  la  proposition  de  la 
page  5o  toutes  les  conséquences  qu'elle  comporte. 

Etant  donnée  une  brancbe  d'intégrale  quelconque  de  léqua- 
lion  (10),  regardons-la  comme  fonction  uniforme  d  un  point 
variable  sur  une  surface  de  Riemann.  Sun  cette  surface  il  est 

TOUJOURS  possible  DE  TRACER    DES    CHEAIIAS    DIRECTS    s'ÉLOICN A.\T    I>'- 

définimeivt  et  yp.  pénétraîvt  dans  aucun  CERCLE  Ci  [il  suffit  (') 
de  faire  passer  les  chemins  entre  les  cercles  c/];  en  tout  point  de 

CES  CHEMINS,  ON  A,  A  PARTIR  d'uNE  CERTAINE  VALEUR  DE  \  X  \,  l'iNÉ- 
GALITÉ 

\r\<\x\'y+\ 

OÙ  7  désigne  un  entier  supérieur  aux  degrés  de  tous  les  coeffi- 
cients «  et  ù  de  l'équation  (10).  La  propriété,  démontrée  sur  la 
surface  de  Riemann,  subsiste  d'ailleurs,  bien  entendu,  si  I  on 
regarde   les  chemins  considérés  comme  des  chemins  plans. 

En  quoi  ce  résultat  distingue-t-il  l'équation  1  10)  de  l'équation  (-i) 
étudiée  au  paragraphe  précédent?  Nous  avons  obtenu  des  inté- 
grales de  (2)  qui  croissent  plus  vile  qu'une  certaine  exponen- 
tielle c''  '  '  '(si  u.>-o)  quand'./"  s'éloigne  indéliiiiment  dans  ccrt.iins 
angles  A  [d'ailleurs  le  rap|)ort  de  l'aire  totale  des  angles  A  à  l'aire 
d'un  demi-plan  est  un  nombre  (^i  —  a)  arbitrairement  voisin  de  i]: 
c'est  pourquoi  nous  étions  convenus  de  dire  que  la  croissance  des 


(')  On  parlira  d'iiiu'  droilc  el  l"<>i>  remplacera  tout  sogineiU  iiUorieiir  à  un 
cerclée,  par  le  plus  petit  arc  de  r,  qui  sous-leiul  ce  segmeiU.  Le  elieuiiii  ain?i 
obtenu  sera  sûrement  direct. 
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inlég;rales  de  (2)  est  du  Ijpe  exponentiel.  Au  contraire,  nous 
constatons  (|uc  les  intcj;Tales  de  (10)  croissent  moins  \ilf'  qu'une 
nuissancc  Unie  de  \x\  lorsfjue  x  s'éloii^ne  indiMiniim  ni  mit  nu 
rlicniiu.  (|ui  est  assujetti  (si/)  —  7=-''-)  à  ne  |);is  |)('n('l  icr  dans 
certains  cercles  c,  ;  d'ailleurs,  lors(jue  les  cercles  c,  sont  inliuinienL 
('loignés,  leurs  rayons  deviennent  infiniment  petits,  et  il  serait 
facile  de  démontrer  que  le  rapj)orl  de  l'aire  totale  des  cercles  c, 
à  l'aire  de  la  surface  de  Riemann  sur  laquelle  ils  sont  tracés  est 
égal  à  o.  C'est  pourquoi  nous  conviendrons  de  dire  que  la  crois- 
sance des  intégrales  de  (10)  est  du  type  rationnel. 

Nous  obtenons  ainsi  une  première  induation  svir  les  intégrales 
de  l'équation  (10);  mais  c'est  une  indication  bien  vague  encore. 
Ainsi,  nous  avons  trouvé  une  limite  supérieure  (')  du  module 
de  y,  mais  pas  de  limite  inférieure.  Il  j  aurait  donc  lieu  de  pour- 
suivre Tétude  que  nous  venons  d'ébaucher,  et  peut-être  convien- 
drait-il, pour  la  pousser  plus  avant,  de  particulariser  le  problème. 
On  ferait  certainement  œuvre  utile  en  entreprenant  une  série 
d'études  monographiques  sur  l'allure  des  intégrales  des  divers 
types  simples  d'équations  (1).  On  obtiendrait  ainsi  de  précieux 
renseignements  sur  la  nature  des  fonctions  qui  satisfont  à  ces 
équations  et  sur  les  complications  qui  s'introduisent  lorsqu'on 
«•lève  les  degrés  des  coefficients.  C'est  ce  dont  nous  allons  nous 
rendre  compte  en  traitant  ici  même  quelques-uns  des  cas  les  plus 
sinqjles. 


111.  —  Léquatioii  j''-|- Ao-h  A,  j- +  Aoj---r  A3j^=  o 
Premier  exemple. 

Considérons  l'équation 

(  v.o  )  y  H-  A  II  -(-  A ,  ^r  -1-  A  .>y'-  -4-  A:t_K^  =  o, 


(')  CVsl  dans  le  cas  où  les  l)ranclics  d"iiiléf;ralcs  r  iuiijmcnlciil  iiKlcIiniincnt 
((|iiai)(l  X  s'éloigne  vers  rinrmi  sin-  ccrlains  clioir)ins  directs)  qu'il  est  intéressant 
de  connallre  une  limite  supérieure  de  \y\-  Si  les  branches  j',  au  lieu  de  tendre 
vers  rin(ini,  tendaient  vers  une  valeur  Unie  A,  on  pourrait  leur  appliquer  les 
résultats  des  pages  précédentes,  à  condition  de  faire  le  chan^einent  de  va- 
riable j' —  A  =:_}'—'.  Un  vcir.iit  alors  (jue -croit  moins  vite  que  |  ,T  |'^"'. 
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où  les  A  souL  des  j)olyu()iiies  eu  ./•.  Pour  (iudin'  en  di'hiil  l.i  croi^- 
sance  des  intégrales  de  celle  ('■(|u;iti(iii,  il  y  jiui.iil  lieu  de  diNlin^ucr 
un  grand  nonihre  de  cas  el  de  sous-cas  : 

l.  Supposons  d'abord  cpie  Ao^A,  =  o,  el  soiml  /ii _,  et  n/j  les 
degrés  des  polynômes  A^  cl  A.,.  Les  inlcgralcs  de  I  ccpialiou 

(21)  y-+-  AîJ^-H-  A3^3=o 

ou  de  l'('quation  Iransloiiuce 

y^Z'^^,  zz' =  Ao  Z  -r-  tS.^ 

sonL,  au  point  de  vue  de  la  croissance,  du  tv|)e  i-alioun*-!.  \duicUons 
a  p/iori  (ce  qu'il  faudra  ensuite  \(''rili«'r)  que  les  intégrales  :; 
deviennent  infinies  connue  une  puissance  déterminée  x"^  de  :;.  el 
cherchons  quelle  de\ra  élre,  dans  celte  hypothèse,  la  valeur  de  -. 
Les  termes  zz',  AoZ,  A..,  deviendront  respectivement  infinis  comme 
x-^~',  .r'"2+'^,  x"^i.  Puisque  ces  termes  doivent  se  détruire,  il  faut 
que  deux  des  trois  quantités  i-z  —  i,  m^  +  T,  m^  soient  égales 
entre  elles  et  supérieures  ou  égales  à  la  troisième.  D'où  les  cas 
suivants  : 

1.       2T  —  i  =  m^'^ /n-i-h -.   Ce  cas  se  présenleia  si  m.î  >  2m2 -+- '  • 

"1.       2x  —  I  =  ni2  -I-"  >  /«.s-   )   ^ 

^  Ces  cas  se  présenteront  si  /«s  <  îm^-^-  i. 

4.       -11  —  1  =  JUi  =  m-i—-  -z.  Ce  cas  se  prôsenteia  si  ni^  =  im-i^r- 1. 

Il  y  aura  lieu,  si  Ton  entreprend  une  étude  complèle  de  récjua- 
tion  (21),  de  considérer  séparément  ces  diftérents  cas  et  peut-être 
de  les  subdiviser. 

TI.  Supposons  en  s<'Con(l  lieu  que  A„=o,  A,  ^  o.  Le  degré 
de  Al  étant  positif  ou  nul.  les  intégrales  de  lécpiation  transformée 


y 


:'=  A,c2-^A, 


seront  du  type  exponentiel.  On  pourra  leur  applicpier  les  résultats 
obtenus  au  premier  paragraphe  de  ce  Chapitre. 

IIL    Supposons  enfin  (pic    \„  ne  soit  pas  idcnlicpicincul  nul.  Les 
intégrales  de  (20)  seront   alors   du    ty|)c   rationnel.    Mais   il  est   à 
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prÔNoir  iiur  la  croissance  de  ces  intégrales  ollVira  plus  de  coinpli- 
caliuns  que  celle  des  intégrales  de  l^'cpialion  (21).  Les  circon- 
stances les  plii->  iliNfises  pourront  se  présenter  dans  ce  cas. 

La  discussion  complète  delà  croissance  des  intégrales  de  léqiia- 
tion  (20)  serait,  on  le  voit,  longue  et  laborieuse.  Je  me  bornerai  à 
l'étude  de  l'équation  (21),  en  supposant  d'abord  /«;,  >2m2+i, 
puis  ///:)■<  2/;/o4-  I .  .le  vais  calculer^,  dans  ces  deux  cas,  non  |)lus 
seuleinenl  une  liinile  supérieure,  mais  une  valeur  approchée 
des  branches  cl^ intégrales  en  un  point  quelconque  du  plan 
des  X. 

PitF.MiEu  KXEMM.K.  —  AUurc  cics  branchcs  d'' intégrales  de 
lé<juation 

(22)  ZZ'  =   S^iZ  -f-  A:i 

lorsque  les  degrés  m.;,  et  ni^  de  A2  et  A»  satisfont  à  r inégalité 
m-i  >>  2^2  4- I,  c'est-à-dire  m^^i  m2-\-  2. 

Posant  z  ^  sJ'C^.  nous  pouvons  encore  écrire  l'équation  (22) 
sous  la  forme 

(2'J)  r'=jA2/^4-'2A.v 

Nous  tracerons  autour  de  roriginc  un  cercle  S  ayant  un  grand 
rayon  /•  (la  valeur  de  /■  sera  déterminée  par  diverses  conditions 
énoncées  au  cours  de  la  démionslration),  et  nous  considérerons 
une  branche  d'intégrale  c  (pii  aduielle  pour  point  criliipie  un 
point  x^  de  module  su|)('ii(Mir  i'i  /•. 

Soil  —  le  ((xjriicleiil  de  ./  '"'  diins  V;,.  Nous  choisirons  /■  de  manière 

que  1  on  ait,  lorsque  j  .r  |  ^-  /■, 

î                m,       ,       £ 
in^-i —  1  -H  - 

(•24)      I2A3— rt3a^'".|  <la"|"'-'-+-s         |2Ao|<|.rl         -l\x\-  -, 

et,  lorscpic  I  X  I  ^/'j 


;_l. 


(v.-j)  I  ^Aj— «3^-'".  I  < /-'"j-i-t-e,  l'iAîl^/-- 

£  t'-lJiMl    iiii   uondtie  (pu   ^eia   iiihilraiiemeul    pclil   asec--  Suixuiis 
alors  ^  ;i  p;ii  tir  de  ./', . 
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1.  Au  point  X|,  z  ^  \^/Z,  est  nul.  V  partir  de  x^,  faisons  croître 
oc  indéfiniment  sur  un  chemin  direct  L.  Tant  que  l'on  a  sur  L 
l'inégalité 

(26)  Ul<l^l"''-*-'^^ 

on  a,  d'après  (aS  )  et  (24), 

'"3  — 
\Xl-a^x'>^.\<'i\x\         "" 


in%  —  -  +  E 


et  par  suite,  en  intégrant, 


(27) 


U^)- 


{x' 


•) 


<  '2  A- 1  j;  I 


X —  X\ 


k  étant  le  nombre  fini  qui  figure  dans  la  définition  des  chemins 
directs  (p.  45)-  H  est  clair  que,  si  l'on  a  pris  assez  grand  le 
rayon  /•  de  S,  l'inégalité  (27)  entraînera  «/o/7ioav  l'inégalité  (26), 
quelque  grand  que  soit|.r|.  Un  raisonnement  auquel  nous  avons 
déjà  eu  deux  fois  recours  (')  prouve  alors  que  l'inégalité  (27)  ne 
cesse  pas  d'être  satisfaite  lorsque  x  s'éloigne  indéfiniment  sur  le 
chemin  L. 

!2.  Faisons  maintenant  décroître  x  à  partir  de  x,  sur  un  chemin 
direct  L  intérieur  au  cercle  S  qui  a  pour  centre  l'origine  et  pour 
rajon  |  a?i  [.  Tant  (|ue  Ton  a  sur  L  l'inégalité 


(•28) 


^  K  -^i 


et,  en  intégrant, 


(•^!)) 


(  X) 


«3^'"^  <A^^\ 


«3 


'".( 


—  (^'"3  »-•  —  a""r+-l) 


<-y.k\x, 


Or,  si  /•  est  assez  grand,  l'inégalité  (29)  entraîne  a  fortiori 
l'inégalité  (28)  lorscpie  \x\  >  /•.  On  en  ci)nclut  que  l'inégalité  1^29  » 
ne  cesse  pas  d'être  vérifiée  sur  le  chemin  L,  à  l'intérieur  de  S. 


(')    Voir  p.  ',2  et  4y. 
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Nkiis  inlorprrlerons  les  deux  inégiilil(''S  (•.^8)  el  (29)  en  énon- 
çant li)  pioj)OMtion  suivanle  : 

Quelque  petit  que  soit  0,  on  peut  trouver  un  nombre  r  tel  que 
la  branche  d'intégrale  J^,  qui  s'annule  en  un  point  critique  x^ 
de  module  supérieur  à  /■,  soit  donnée  sur  tout  chemin  direct 
croissant  issu  de  .r,  pa/-  l'égalité 

Ws-f-    I  "  //Î3-f-  I  I   M 

et  su/-  tout  chemin  intérieur  à  S  j)ar  l'égalité  ('  ) 

(3i)       l  =       ^^      x"h+i ^!^_(n_-/)^r7^+i  où         |y'|<o. 

3.  Les  égalités  (3o)  el  (3i)  nous  <lonnenl.  pour  toute  valeur 
(le  X,  une  valeur  a|)prochée  de  la  hranelie  d'intégrale  "Ç  de  (23). 

Pour  caractériser  cette  branche  avec  précision,  nous  allons 
encore  nous  demander  où  elle  présente  des  points  critiques  pou- 
\aiil  la  permuter  avec  d'autres  branches. 

Je  désignerai  dorénavant  par  le  mot  caractéristique  une  branche 
d'intégrale  suivie,  à  partir  d'un  point  et  d'une  valeur  initiale 
donnée,  le  long  d'un  chemin  rectiligne.  Partons,  par  exemple,  du 
point  Xa  avec  la  valeur  ç,)=c:|^'  définie  tout  à  l'heure  et  suivons 
l'intégrale  ^  le  long  d'une  droite  issue  de  Xq.  Lorsque  cette  droite 
tourne  autour  de  Xq  et  balaye  le  plan  des  x,  nous  obtenons  ce 
que  j  a|)pellerai  l' ensemble  des  caractéristiques  issues  de  x^  avec 
la  valeur  initiale  l.^.  Demandons-nous  combien  nous  rencontre- 
rons de  points  critiques  sur  cet  ensemble  de  caractérisli(jues. 

En  tout  point  critique,  "C,  est  nul.  Or,  il  résulte  des  égalités  (3o  ) 
et  (3i)  que  les  caractéristiques  J^  ne  sauraient  saiiiuiler  quau  voi- 
sinage des  (/»3+  1)  racines  de  l'f'ipialion  algébricpie 


Soit  ./•,    l'une  de    ces    racines,    h'.nlouroiis-la    i\\\n    cercle  c  de 
rayon  .0  r=  |  jc,  |'~f*,  ^i  <'lanl  un  uoinbie  |)osilil  (jiiclcon(|ue  inférieur 


C)   D'après  ccllp  (égalité,  la  valciii-  de  hi  hranelie   L   ii    Torij^iiu'   noit    imklini- 
mcnl  lorsque  x,  Icnd  vers  riiiliiii. 
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à  {.  Je  dis  que,  dans  Le  cercle  c,  V ensemble  des  caractéristiijnes 
considérées  présente  un  point  critique  et  un  seul. 

En  effet,  pour  \x  —  .r,  =  p.  on  a  (  '  )  (si  /•  est  assez  grand) 

I  a7'«3+I  _  x'\''^^  I  >   P  (  '«3  -f-  I  )  (   I  37,  I  —  p  )'«3, 

limite  supérieure  qui  (d'après  Ja  valeur  de  p)  sera  elle-UK-uK'  sujjé- 
rieure  à  (m:}  +  i)|.r,  l'"3+'-p-e',  où  s'est  arbitrairement  petit  si  |x,| 
est  assez  grand.  D'autre  part,  la  branche  d'intégrale  que  je  con- 
sidère satisfait,  dans  c,  à  l'inégalité  (3o)  ou  (3i);  pour  obtenir  sa 
valeur  sur  le  contour  de  c,  je  nai  qu'à  partir  de  .cP(  et  à  me  rendre 
en  ligne  droite  à  ce  contour.  En  tout  point  du  chemin  ainsi  suivi, 

I  r    I  3  I  î"    I 

|:r|    reste  compris   entre   •!— ^  et  '  :    il  résulte  alors  de  (2'j) 

et  (29)  que  les  y  et  y'  des  égalités  (3o)  et  (3ij  ont  des  modules 

inférieurs  à  |,7',  |    -       .  On  en  conclura  (puisque  '^j  <i  -  \  (|ue.   si  r 

est  assez  grand,  les  termes  en  y  et  y'  sont  négligeables  dans  (3o) 
et  (3i)  sur  le  contour  de  c;  par  conséquent,  v  satisfait  sur  ce  con- 
tour à  l'inégalité 


■.i[  ni^  -+-  1 ,1 

et  ne  peut  s'y  annuler. 

Le  résultat  que  nous  obtenons  ainsi  en  étudiant  l'équation  (23), 
nous  l'aurions  aussi  bien  obtenu  si  nous  avions  considéré  l'éfjua- 
tion 

l>=a^x"^^^  Il  /-1/Ç-f-  —  _«3.r'«3J, 

où  }JL  a  une  valeur  quelconque  comprise  entre  o  et  i .  Or. 
pour  jjL  =z  o,  l'intégrale  v  qui  prend  en  Xq  la  valeur  ^o  a  un  zéro  et 
un  seul  à  l'intérieur  de  c.  On  en  déduit  (en  raisonnant  comme 
à  la  page  5i)  qu'il  en  est  encore  ainsi  pour  ij.  =  i .      c.   q.   f.    n. 

D'où  cette  conclusion  :  l'ensemble  des  caractéristiques  issues 
de  Xo  avec  la  valeur  ^0  présente  m^  -h  i  points  critiques, 
Xt,  ...,  ^in^-t-i,  respectivement  i^oisins  (daulanl  plus  voisins  que  le 
module    initial  |  ^0  ]   est   |>lus  grand)  des  racines  de   V équation 

(')  Cf.  plus  haut,  page  48,  note  2. 


6o  CIIAIMTIŒ    II. 

^OT,+  i -_  ^'"i-t-i  Supposons  que  nous  menions  des  coupures  joi- 
gnanl  à  l'inlini  les  points  .r,,  ...,  x,„^+i  :  si  nous  assujellissons  ^ 
à  ne  pas  franchir  ces  coupures,  l'ensemble  des  caractéristiques 
considérées  constitue  (/ne  branche  d'intégrale  uniforme  dans 
tout  le  plan.  Nous  avons  calculé  une  valeur  approchée  d'une  telle 
branche  en  tout  point  du  plan;  nous  avons  déterminé  le  nombre 
et  la  sihi;ili(tn  ;ipproximalive  de  ses  points  critiques  :  il  restera 
à  examiner  par  quel  mécanisme  on  peut  de  celte  branche  déduire 
successivement  loutes  les  autres  branches  d'une  même  intégrale. 
C'est  là  une  question  dont  nous  nous  occuperons  ultérieurement. 


J\  .  —  Deuxième  exemple. 
Allure  des  branches  d' intégrales  de  l'équation 

{il)  ZZ'  =z   ^2-3  -H  A3 

lorsque  les  degrés  m^  et  /w,,  de  Ao  et  k-^  satisfont  à  l'inéga- 
lité m-i  <!  2  /??2  H-  1  ou  m-i  S  2/>?o. 

Posant 

P(x)=  f    A,  dx,         j  =  P  +  0, 

nous  jiouNons  écrire  l'équation  (22  )  suus  la  forme 

A. 


(3'2)  6' 


P-^0 


où  1^  est  de  degré  /?i.jH-  1.  Soient,  res[)('cti\ement,  ax"'i  et  ^.r"'i+' 
les  termes  de  plus  haut  degré  dans  les  polynômes  A^  et  V.  La  va- 
leur des  coeflicients  a  et  b  étant  sans  inlluence  sur  les  calculs  que 
nous  allons  faire,  je  supposerai,    pour  simplifier  l'écriture,   que 

Considérons  un  cercle  S  de  centre  o  dont  le  rayon  /•  sera  déter- 
miné par  diverses  conditions  posées  au  cours  de  la  (It'monslratiou. 
.\ou>  allons  ('Indu  r  la  hrniiche  d' intégrale  0  (jui,  en  un  point 
donné  x^  extérieur  à  S,  prend  une  valeur  initiale  que  je  dési- 
gne/ai par  ('/"«+'  et  que  je  supposerai  plus  grande  que  2/"'i+'. 

Nous  (  li()i>ii<)iîs  /•  assez  grand  pour  ([ue  Ton  ail,  en  tout  point  x 
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extérieur  à  S, 

I  P(.r)  —  a7'"a+l  I  ./  ,.  2  I  -p  |/«,-Hl^     I  X^_^,n,  [<;;,.  2  |  ^  |,„, 

et,  à  l'iiitérieiir  de  S, 

I  P  |<  (n-  '~^)  r'"2+i,         I  A3  1<  (i  -+-  ?~^)r"h. 
Suivons  alors  8  à  partir  de  a'q. 

1.   En  premier  Jieu,  je  considérerai  la  branche  0  à  l'inférieur 
d'un   cercle   S    ctyc(nl  pour   centre    l'origine   et   pour   rayon 


»[m.,-i-  U  \  f  \ 
■ 

L'équalion  algébrique 

P(x}  -+-  C'«»+ï  =  o 

a   mo+i  racines  qui,  si   /■  est  assez  grand,  sont  respectivemenl 
très  voisines  des  m-2  -+- 1  zéros  de  x'"i+'  -f-  C^'s"^' .  Entourons  chacun 

de  ces  zéros  dun  cercle  c  de  rayon  p  =  2/"    '  |G|.  A  lextérieur  des 
cercles  c  et  de  S,  on  aura  (quand  /•  sera  assez  grand) 

I  P  -+-  C'«=+'   I  >  I  X"'^+l  -h  C'"^+'   I  —  /•      -   I  37  \"h+i 

et(') 

|,r/«,+i_l-  C'«>+'  I  >  p(m2-+-i;)(  I  G  I  —  p )'"»+' 

-i/  _  1  V"» 

>  2(/«.2-f- !)/■    H 1  —  2/-    V      |G|'">^'. 

D'autre  part,  a*  étaiil  intérieur  à  S, 

On  conclut  aisénienl  de  là  que  Ton  peut  toujours  prendre 
r  assez  grand  j)our  que  Ion  ail,  lorsque  x  est  compris  entre  S  et  S 
et  extérieur  aux  cercles  c, 

(33)  jp^G'".^'  |>  /~^|C|"'.+  '. 

C)    Voir  page  48,  noie  2. 


6g,  CHAPITKK    ir. 

D'ailleurs,  cette  inégalité  (3.'V)  continue  à  être  vérifiée  lorsque  x 
pénètre  dans  S,  puisque,  dans  S, 


I  <j"',+i  I  —  I  p  I  >  I  C"'.-+-'  II'  —  —~- 

(A'ia  posé,  sui\Kus.  à  partir  de  .r„,  un  chemin  direct  Ij  intérieur 
à  i:  et  extérieur  aux  c.  Tant  (pie  l'on  aura  sur  ce  clieinin 

_i 

(  3  i  )  I  0 ^  j-  )  —  G"'»+i  I  <  /•   - 1  C  1'"^+'. 

(Ml  aui'a,  (I  api('S  (Sa  ), 

lA-,  I  |A,C-'".-'| 

I  0'  I  ^  ■ — — <  ■ — 

I  "  I  ^  I  p_H  C'"^^' I  — I  0 -- C"'.+  M  ^      -1        -i 
I  11  ',•■._,-    i 

et,  en  inléj^rant  de  ^o  «*  •^' 

I  0(^-)  _  C"'.+'  I  < p-^-^ '■, 


{  Aj  I  étant  la  plus  i;rande  valeur  prise  par  |  A3  |  sur  L,  et  k  étant 
le  nombre  fini  qui  figure  dans  la  définition  des  chemins  di- 
rects (p.  45).  Or,  si  Ton  se  reporte  aux  inégalités  auxquelles 
satisfait  A3  et  à  la  valeur  du  ravon  de  S,  on  \oit  que 

1  -        "'■  1 

IÂ3  I  <  (1  +  r'"-  )  ,•«'"'=-•'  I  G'".  I,         I  a-  -  :ro  |<  2,-'*"'^+'  |  G  |; 

on  aura  donc,  puisque  m^'^inii^ 


,(,^,.-n,i.i 


;«..  H-  1 


(35)  |0(:r-j- C"'.+i  I  <  ^-^ rî"" '"'         "^^1^1"'=- 

1  —  r    * 

Cette  inégalité  est  satisfaite  sur  le  chemin  L  tant  que  l'inéga- 
lité (34)  est  elle-même  satisfaite.  Or,  si  /•  est  assez  grand, 
(35)  entraîne  a  fortiori  (34).  On  en  conclut  (pie  les  deux  inéga- 
lités ne  cessent  |)as  d'être  vérifiées  sur-  L.  ^ous  poiuons  donc 
«'■nonccr  la  |)roposition  suivante  : 

Soit  une  liianclie  d  intégrale  z  de  l'équation  ('->-?».)  qui,  en  un 
point    ./„    de    iriodide   supérieur    à    /',    prend    une    \aleiir    initiale 

z„=  I'(jCo)H-0„   lellr  (|iie  |  0,,  j  •>■>./-'">+' .  Un  jH'iit  choisir  r  dssez 
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grand  pour  que,  le  long  d'un  chemin  direct  quelconque  inté- 
rieur à  S  et  extérieur  aux  cercles  c,  la  branche  z  soit  donnée 
par  l'égalité  (i)  : 

_  1 

(36)  ^  =  P(a")-^6o(i  +  Y)'         ItK''-- 

Î2.  Considérons  maintenant  la  hranclie  ;  à  l'extérieur  «lu  cercl<'  1. 
Nous  |)aiLirons  d'un  jxjint  ./•(  du  contour  de  S,  où  0  prend  la  va- 
leur 0|.  Coninie  z  satisfait  en  X\  à  l'inégalité  (36),  |^,|  est  infV-rieur 

à  •>.\  0„  I  -^  2  I  C|"'i''"'.  D'ailleurs,  pour  x  extérieur  à  S,  on  a 

J  /-M  ",  I 


Dès  lors,  si  l'on  pose 


on  aura,  au  pointai), 

1  P  —  0  I  >  (i  — r~^)|j"|'«.+'  —  |e  I  >(i  -  oc)\x\"h+i. 

Cela  dit,  sui\ons,  à  partir  de  J?i,  un  chemin  direct  L  s  éloignant 
indéfiniment.  Tant  que  Ton  a  sur  ce  clieniin 

(37)  I  f)|<  2 /~^|^  !'«.+  !, 

on  aura,  d'après  (Sa), 

I  A,  I       ^  (,^,.-^)|^|,„,-(„,,...,_ 
I  "  '  -^  I  p  -^  0  I  '^  1  -  a 

d'où,  en  intégrant  et  nous  rappelant  que  013^2 m,, 

(38)  |0-e,l<^^^^^^|.r|'". 

Cette  inégalité  entraine  a  fortiori  (pour  x  extérieur  à  S  et  si  /• 
est  assez  grand)  l'inégalité  (3'^).  Il  en  résulte  qu'elle  ne  peut  pas 
cesser  d'être  satisfaite  lorsque  x  s'éloigne  inch'-linimcut  sur  le 
chemin  L. 

On  conclura  de  là  que,  lorsque  x  s'éloigne  indéfiniment  sur 
un  chemin  direct,   la  branche  d' intégrale  z  est  donnée  par 
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r  égalité 

(39)  z  =  (i  +  Y)P(^)^^. 

ttù  I  on  a 

si  /•  est  assez  faraud. 

l^a  résumé,  les  l'ornuiles  (36)  et  (Sg)  donnciil  ('  ),  sur  Uuil  che- 
niiii  direct  croissant  ou  décroissant  et  extérieur  aux  cercles  c,  une 
valeur  approchée  de  la  branche  d'intégrale  z  issue  de  Xq  avec  la 
valeur  initiale  P-4-6o-  La  branche  considérée  ne  peut  présenter 
des  points  critiques  qu'à  l'intérieur  des  cercles  c. 


(')  Le  module  de  la  brandie  d'intégrale  z  devient  infini  (avec  |  a:  |  )  comme 
I  X  l"*»"*"'.  Nous  nous  trouvons  donc  en  présence  du  troisième  des  quatre  cas  dis- 
tingués à  la  page  55,  savoir  :  2-  — i  —  m^  +  i  >  niy  Quand  donc  se  présentera 
le  quatrième  cas  (mjH- T  =  m3>  2T  —  i)  qui,  comme  le  troisième,  doit  se  ren- 
contrer pour /7Î3<  2  m, -(- 1?  En  poursuivant  l'élude  de  l'équation  (22),  on  ré- 
pondrait sans  peine  à  cette  question.  Considérons  la  droite  joignant  à  l'infini  un 
point  critique  a?,,  et  suivons  sur  cette  droite  les  deux  caractéristiques  issues 
(le  Xj  avec  la  valeur  critique  o.  De  ces  deux  caractéristiques,  l'une  seulement 
devient  infinie  comme  |  ^0  P""^'  '■  c'est  de  celle-là  que  nous  venons  d'étudier  la 
croissance.  Si  nous  voulions  être  complets,  nous  devrions  encore  étudier  la  se- 
conde caractéristique  et  nous  nous  trouverions  alors  en  présence  du  quatrième 
cas  :  m,-+-T  =  m3>2T — i. 


CHAPITRE  III. 

CLASSIFICATION  DES  POINTS  SINGULIERS  TRANSCENDANTS. 


Nous  avons  déjà  établi  des  distinclions  entre  les  [)oinls  singuliers 
de  l'équation 

dy  _  ^{x,y) 


(•) 


dx       ^{x,y) 


où  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  y.  Panni  ces  points  singuliers, 
les  uns  sont  algébriques  cl  mobiles  [c'est-à-dire  \aricnt  avec  la 
valeur  initiale  jKo  que  prend  une  intégrale  quelconcjue  tle  l'équa- 
tion (i)  en  un  point  j:'o]7  'es  autres  sont  fixes  et,  en  général, 
transcendants.  C'est  sur  ces  derniers  points  que  nous  mIIoiis.  dans 
ce  Chapitre,  fixer  notre  attention. 

Les  points  singuliers  transcendants  sont,  pour  M.  Painlevé,  de 
deux  sortes  :  ou  bien  la  fonction  qui  présente  en  un  point  X  une 
singularité  transcendante  devient  indéterminée  lorsque  la  variable  x 
tend  vers  X  sur  un  chemin  quelconque;  ou  bien  cette  fonction 
tend  vers  une  valeur  déterminée  \  .  Dans  le  premier  cas,  le  point  X 

est  dit  point  singulier  essentiel  :  tel  est  le  point  ^  =  o  pour  la 

1 
fonction  e'.  Dans  le  second  cas,  le  point  singulier  est  appelé />Ofn^ 
transcendant  ordinaire  :  exemple,  l'origine  pour  la  fonction  logj", 
qui,  en  ce  point,  a  une  valeur  déterminée  égale  à  l'infini  (  '  ). 

Nous  allons  nous  placer  ici  à  un  autre  point  de  vue,  et  donner 
des  points  transcendants  une  classification  un  peu  différente. 

Nous  savons  qu'au  voisinage  d'un  point  singulier  transcendant  X 
il  s'opère,  en  général,  une  infinité  de  permutations.  Voici,  dune 
façon  précise,    ce    qu'il    faut    entendre    par   là.    Considérons    un 


(' )  Au  sujet  de  ces   définiliotis,   mi   consulleia   uvec    profit    la   .\otict'  sur  les 
travaux  scientifiques  de   .M.  raiulcvc.  Gaulliiei-Viilars,  ii|0(i. 

B.  5 


(')G  (liAi-iTFu:  m. 


ixtiiil  X  voisin  Je  X  et  reusciiililc  i\f'>  Viileiirs  r  (jnc  prend  au 
point  ./•  la  Idiiclion  v{^)-  Soil,  d  autre  part,  y  un  cercle  de  ravon 
arhiliaircnicnl  pelil  entourant  le  point  X  et  xy.  une  droite  (ou 
liunc')  joignant  x  à  un  point  du  contour  v.  Nous  snp|)Oserons 
(lue  ./■  di'(ii\c  un  lacet  L  ainsi  c(»niposé  :  le  segment  ./a,  puis  un 
clitiiiiii  icruic  (p)elc()n(jiic  intf'-rieur  à  y,  puis  le  segment  y.x.  Si, 
parlant  avec  une  valeur  initiale  j'(  (prise  dans  Tensendile  j^  )  et 
d('crivant  tous  les  lacets  I^  possibles,  nous  revenons  avec  dl\erses 
valeurs  y-,-,  y^-i  •••?  nous  dirons  que  l'ensemble  des  valeurs  >',,  y-y-, 
y-i,  ...  (ensemble  partiel  de  l'ensemble  jk  )  se  permutent  à  l'inté- 
rieur de  ".  Au  cas  où,  cpielque  petit  que  soit  le  cercle  v?  il  tixiste 
un  ensemble  partiel  infini  de  valeurs  jk  se  permutant  dans  -',  nous 
dirons  qu'une  infinité  de  déterminations  se  permutent  au  voisi- 
nage de  la  sirif^nlarilé  X. 

Cela  étant,  on  peut  cliercdier  à  classer  les  j)oints  singuliers 
transcendants  d'après  les  |)r()|)riétés,  plus  ou  moins  comj)liquées, 
des  systèmes  de  permutations  cjui  s'opèrent  en  leur  voisinage;  on 
s'efforcera,  dans  chaque  cas,  de  mettre  à  nu  le  mécanisme  suivant 
lequel  une  inlinil(''  de  ({('tei-minations  y  s'échangent  entre  elles 
lors(jue  X  décrit  tous  les  lacets  L  imaginables.  C'est  une  classifi- 
cation de  cette  nature  qui  sera  tentée  dans  ceCha[)itre.  Ici  encore, 
force  m  est  de  me  contenter  dUu  aperçu  :  je  signalerai  seulement 
quchjiies  cas  sim[»les  que  j'illustrerai  par  des  exenq)les. 

I.      -  PoiiUs  directement  et  indirectement  critiques. 

<  hiehpies  remarques  [)r(''liiiiiiiai)('s  sont  ici  nécessaires. 

Lu  j)oint  transcendant  isolé  X  j)eut  être  directement  critique 
ou  indirectement  critique;  il  peut  aussi  être  à  la  l'ois  directement 
et  indirectement  critique. 

l'iiiir  ili^liiiguer  ces  cas,  i'app('l()ii>-iiou>  (piuu  hucl  L  (picl- 
concpie  peut  être  (l(''com[)os(''  eu  une  soiiiinc  de  laccls  élrincn- 
taircs  (M  successifs,  formés,  chacun,   d  un  chemin  issu   de  ./■  par- 

(')  Les  lacets  élémentairos  serimt  l(iii)()iiis  sii[i|)iisi's  iw  /xis  s'enrouler  une 
injinitc  de  fois  autour  du  point  X. 
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couru  deux  fois,  et  (rmic  l^ouclc  indaiinenl  |)(lil<'  «h'crile  autour 
d'un  poiut  critique  uiiùjue. 

Supposons  alors  qu'il  existe  en  x  une  inliMil(''  de  <lt't<'iinina- 
tions  i|,  y.,,  .  . .  ([ui  s'écliaiif^ent  entre  elles  le  lonjj;  d'iiii  lacet  élé- 
mentaire déenl  autour  (\y\  point  \  |)r<>preinenl  dit  :  en  ce  cas  nous 
regarderons  ce  point  comme  dircctenient  cfiliquc.  Ainsi  l'origine 
est  un  point  transcendant  directement  critique  poui-  la  f'onc- 
lion  log.37,  et,  lorsque  À  est  irrationnel,  pour  la  fonction  x' . 

Supposons  maintenant  qu'une  infinité  de  déterminations  de  la 

fonction  s'échangent  entre  elles  lorsqu'on  décrit  une  série  de  lacets 

•élémentaires,  non  plus  autour  du  |)oint  \  lui-même,  mais  autour 

d'un  ensemble  de  |)oints  convergeant   (')  vers    X  :  nous   dirons 

alors  que  X  est  un  point  transcendant  indirectement  critique. 

Afin  d'éclairer  tout  de  suite  cette  définition  par  un  exemple, 
considérons  l'écjuation  diflerentielle 

dz 

(•2)  '2  3-j—  =  aa' -H  ^^. 

Pour  intégrer  cette  équation,  il  suffit  de  poser  :;  =  ^»'.  Soient  iV| 
et  (Vo  les  deux  racines  de  —  2(v--|-  [3(v  +  a  1=  o.  Nous  aurons 

dw 
ax 

et  un  calcul  facile  nous  donnera  l'intégrale  générale 

i.  -L 

z=^Xiv,         ÇjX  =  {w  —  tt',  )'-!  (  ^^•  —  jvjj'î         (G  =  con3l.   arbitraire), 


OU 


Xi=  —  2H ^—,  /.,=.  —  -2 -i ^— . 

Si  Ton  remarque  que  ir, -t- »i'j  =  ->   on  \oil  que  A,   et  Ao  sont 


liés  par  la  relation 


I  I 


{')  Les  points  critiques  qui  oi)riverf;ent  vers  X  sont  des  points  critiques  algé- 
briques, puis(|ue  nous  avons  supposé  (]ue  la  sini;ulurilé  transcenilantc  \  était 
isolée. 
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Dès  lors,  l'intégrale  générale  de  l'équallon  (2)  se  laisse  meltre 
sous  la  forme 

(3)  z  =:  ivar^         Cx  =  - 


Nous  allons  suj)poser  (jue  À,  el  Ao  sont  des  nombres  complexes 
(quelconques)  dont  la  partie  réelle  est  négative.  Il  en  est  alors  de 

même  de  —  j  ,-  :  nous  admettrons,  pour  fixer  les  idées,  que  la 

A I        A2 

partie  réelle  c'*l(A,)  est  inférieure  à  ^^Q^-^)  <if,  P<^f''  suite,  à  -• 

D'après  l'égalité  (3),  l'intégrale  :;  de  l'équation  ('2)  prend  à  l'ori- 
gine un  ensemble  infini  de  valeurs  finies  pour  lesquelles  w  est 
infini,  sa\oir  les  valeurs 

...,     C-'e~^,     C-',     G-'eV      .... 

Les  branches  d'intégrales  correspondant  à  ces  diverses  déter- 
minations sont  d'ailleurs  toutes  holomorphes  à  l'origine,  puisque, 
d'après  le  théorème  de  Gauchj,  toute  intégrale  de  (  2  )  non  nulle 
à  l'origine  y  est  holomorphe. 

Quels  sont  maintenant  les  points  critiques  de  l'intégrale  ^?  Ce 

sont  les  points 

1 

(4)  Cx  = 


où  celle  intégrale  s  annule.  Ciiacun  d'eux  permute  deux  délermi- 
iialiuns.  Si  l'on  désigne  par  .ro  l'un  de  ces  points,  les  autres  seront 


2/7t 

2/7: 

X2=  XyC  'i   ^ 

•  ;       ^-1 

\  =  Xoe     '•>  , 

Adniclidns,    pour    fixer   les   idées,    (luc   dans  ^   le    coefficient 
^1 

de  y — I  soit  |)ositif.  Aloi's,  tandis  que  les  |)oints  .r_(,  x_.i,  ... 
s'('loignenl  indéfiniment,  les  points  .^1,  x^i  ...  convergent  vers 
1  origine.  L'origine,  (jui  n'est  pas  directement  crili(jue,  est  donc 
|»()iiit-lmiil<'  (le  pcdiils  crilicpics  :  d'après  noire  (h'finilioii.  elle  esl 
un  point  transeendanl  indirectemcnl  crilicpie. 

Allons  plus  loin  el  demandons-nous  (pielles  délermiualions  de  z 
se  permutent  autour  des  poinls  j^,,  ./ j,  .... 
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Partons  de  l'origine  avec  une  détermination 

z(o)  =  o  X  w(o)  =  G-', 

et  éloignons-nous  (Jig.  2)  sur  un  rayon  Ocj  qui  ne  passe  par  aucun 
point  critique  Xi.  Lorsque  x  croît  indéfiniment  sur  une  droite,  la 
fonction  (v  tend,  d'après  (3),  vers  l'une  des  valeurs  w,,  Wo  :  nous 
choisirons  O^  de  manière  que  la  /imite  de  w  soif  «v,  su/-  ce  rayon. 
Arrêtons-nous  sur  Or/  en  un  point  rji  assez  éloigné  pour  que  w{qt) 
ail  une  valeur  w  arbitrairement  voisine  de  w^.  Puis,  dans  le  plan 
de  la  variable  (v,  faisons  décrire  un  cercle  à  cette  variable  autour 
du  point  (V'  =  (r,  ;  pendant  ce  temps,  x  décrit  une  courbe  (/tq., 
joignant  le  point  r/t  au  point 

A  partir  de  r/o  considérons  dans  le   plan  des  x  le  rayon  q-yO, 

iir. 

transformé  du  rayon  ^,Opar  le  changement  de  variable  j:'=:j:e  '■  , 
et  suivons  w  sur  ce  chemin.  Etant  donné  que  w(c/t)  est  égal 
à  (V'(^2),  il  résulte  de  l'égalité  (3)  que  w  a  des  \aleiirs  égales  en 


un  point  quelconque  du  rayon  q\0  et  au  point  correspondant  du 
rayon  transformé  </oO.  INous  aurons  donc,  en  appelant  x'  un  point 
quelconque  de  «72 O, 

lim  x' vi>{x' )  =  e  'i   lim  .r  w{x)  =  e  '-i  G^'. 
.»"^0  .1=0 

Conclusion  :  Lorsque  x  (k'crit  le  chemin  fermé  O^i^oO.  la 
détermination  C~'  de  ;  à  l'origine  se  permute  avec  la  détermina- 
tion C~'f '•'.   Or  il  n'y  a  (piun    jxuiil   crilicpir.  ./\,.   dans  Tangle 


ClIMMTHi;    Il 


(7,0<72  •  '■'"•  l<'i'>(Iiio  .r  se  meiil  dans  cet  angle  à  partir  diiii  jioint 
rriliqiic.  il  nCsl  pas  jiossible  (pic.  iv  i-epassc  une  seconde  (ois  par 
la  \aleiir  critique  ()  après  a\oii'  loiirne  aiiloiir  de  ir,  on  iVj.  Nous 
de\ons  donc  coneliii<'  tpie,  si  nous  décrivons  à  |)ailirde  1  orij;ine  un 
lacet  élcmenlairc  /autour  de  .r,,  (//l?'.  :>.),  ce  lacet  peniiulc  les  deux 

■llTZ 

déterniinalions  C'  et  C~'c  '■  . 

On     \crifierail     de      même      (piun      lacet     décrit      autour     du 

point   .ff^Xoc''     permute   les    deux   (h'terminations  C"'^'''    cl 

+/~ 
C"'^'',    etc.    Le    mécanisme    des    permutations    opérées    autour 
des  points  .^'/  nous  est  ainsi  entièrement  connu. 

Dans  le  cas  le  plus  général,  le  point  singulier  ti-anscendant  X 
sera  à  la  fois  directement  critique  et  point-limite  dun  ensemble 
de  points  critiques  algébriques;  X  pourra  être  alors  indirectement 
en  même  temps  que  directement  c-ritique.  Toutefois,  il  n'y  avira 
lieu  de  le  regarder  comme  indirectement  critique  qu'au  cas  où 
une  infinité  de  déterminations  se  permutent  elfectivement  entre 
elles  lorsqu'on  tourne  autour  des  points  critiques  qui  convergent 
vers  X,  sans  tourner  auLoiir  du  pointa  proprement  dit.  Or, 
il  n'en  est  pas  toujours  ainsi,  comme  nous  Talions  vérifier  en  nous 
arrêtant  de  nou\eau  sur  un  exemple. 

Heprenons  l'écpialion  (•>.),  dont  1  intégrale  générale  a  été  mise 
sous  la  ibimc 


(  3  )  z  =  (ca?,         C  X 


et  supposons  que  r-  soit  un  nombre  complexe  quclconijue  ayant 

une  partie  réelle  positive,  <-o)nprisc  par  exemple  entre  i  et  a. 
D'a|)rès  l'égalité  (3)  l'intégrale  :;  de  l'équation  (a)  prend  à  Tori- 
ine  une  double  série  de  valeurs  : 


I  "  Les  \aleurs 


les  biaiicbo  d  inlf'gialcs  correspondant  à  ces  \aleurs   sont   toutes 
bolomorplics  à  l'origine. 
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9."  Un  ensemble  de  \;ileiirs  nulles  (pour  lesquelles  (v  =:  t'f'i);  les 
(lélenninalions  correspoiKhuiles  se  pennulenl  entre  elles  autour 
de  l'origine,  (jui  est.  par  siiilc  un  pmnt  transcendanl  ilirwclfMiH'iit 
eri  tique. 

L'intégrale  ;  admet  d'autre  part  uu  ensemble  de  points  critiques 
algébriques,  (pii  sont,  eomme  jdus  haut,  les  points  .Tq.  x,,  ... 
définis  par  l'égalité  (4). 

Parmi  les  points  critiques,  il  en  est  nécessairement  (pii  per- 
mutent les  déterminations  nulles  à  l'origine  avec  les  détermina- 
tions non  nulles.  jNous  appellerons  .r,,  l'un  deux.  Si  nous  sui- 
\ons  alors  le  rayon  x^O  en  cpiillant  j"„  avec  l'une  ou  l'autre 
des  deux  déterminations  nulles  (pii  se  confondent  en  ce  |)oint, 
nous  obtiendrons  deux  caractéristiques  ('),  dont  l'une  nulle  à 
l'origine,  l'autre  non  nulle  et  égale  à  une  (piaiititi-  (pie  nous 
appellerons  C    ' . 

Considérons  maintenant  le  rayon  Cti  transformé  du  rayon  Oxq 

par  le  cliangement  de  variable  x'=^xe  '<  .  Si  en  deux  points 
correspondants  de  0.r,  et  Oxo  la  fonction  (f  prend  des  valeurs 
égales,  elle  aura  la  même  valeur  pour  tout  couple  de  points  corres- 
pondants de  ces  rayons.  Suivons  alors  le  long  de  x^  O  les  deux 
caractéristiques  qui  s'annulent  au  point  critique  x^.  De  ces  deux 
caractéristiques,  l'une  est  nulle  à  l'origine,  l'autre  tend  vers  une 
\aleur  telle  C|ue 

lim  X  w( x')  =  C-', 

.1=0 

et.  par  suite, 

2/ ~ 

zio)  =  lim  x'  h>(t' )  =  C-^e  '■  i  , 

On  raisonnera  de  même  sur  .r^,  J?:,.  ...  et  l'on  arri\era  aux  conclu- 
sions sui\antes  : 

-  (  hiand,  à  partir  de  l'origine,  on  décrit,  autour  des  jtoints  Xo'  x,^ 
./•o,  ...  des  lacets  tels  que  /  (Jig-  2),  le  point  .r,,  permute  une 
détermination  nulle  avec  la  détermination  C~'  ;  le  point  x,  permute 


(')    Je  rappelle   que   j'entends    par    caractéristique   une    brandie    (l"inlei;rale 
suivie  le  Ions  «l"""  ehemin  rocliligne  à  partir  d'une  valeur  initiale  donnée. 
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les  di'tii  iiiiiiations  o,  C   'e  '-^  ;  diiiic  iiianic're  générale,  le  point  xy 

peniuilc  les  (IrUTiuiniitioiis  o  cl  C^'^'   '■  . 

Pour  mieux  coni|»i<'ii(lre  le  mécanisme  des  |)ermulalion.s,  joi- 
gnons r<)iii;iii('  à  un  poiiil  ./■  |)ar  un  clicuiin  invariahle  ne  passant 
par  aucun  point  critique,  et  considérons  en  x  les  déterminations 
de  z  cpii  correspondent  aux  déterminations  que  nous  venons 
d'étudier  à  l'origine.  Nous  surmonterons  d'une  barre  les  déter- 
niinalions  de  zi  x)  qui  s'annulent  à  1  origine,  de  deux  l)arres  celles 
(pii  ne  s'y  annulent  pas.  Ainsi.ro  permutera  :?„  avec  Co,  x*,   jicrinu- 


leia  r-i  axec  ;,.  .le  dis  (pie,  si  la  partie  réelle  ^il  (— 1  est  comprise 

entre  i  et  2,  les  deux  déterminations  Zii[x  )^  z^{  x  )  sont  (lillcrenles. 
En  effet,  prenons  x  sur  le  rayon  0.r„.  D'après  ce  que  nous  savons 
des  caractéristiques  suivies  le  long  des  rayons  Oxo,  O^c,,  on  aura 

z\xe  ^t  )  =  e  'm  2o(-^)- 

Partons  alors  de  x  avec  la  détermination  ^o(.r),  parcourons  le 
contour  du  cercle   de   centre  O  et  de  rayon  \x\.   Pour  cpie  nous 

arrivions  au  point  xe  '•  avec  la  détermination  ^1,  il  faut  que  la 
\ariahle  (p  (  =  —  j  ait  décrit,  dans  son  plan,  un  tour  complet  de  (v,; 

il  laul  par  suite  d'après  l'égalité  (3)  et  étant  donnée  la  valeur 
de    Af— ]      (pie    ./;    ait    décrit    autour    de    l'origine    un    arc    égal 

à  •>.  — -j- arc  .ro./'i .  Il  en  résulte  que  les  délerminaliuns  .^y'-^?) 
et  z^ix)  sont  dillérenles  et  se  permulent  entre  elles  l()rs(pie  x 
t(»uriic  iiiK'  lois  autour  de  l'origine.  \ii\  r(''sum('',  les  déterminations 
(]<•  I  intégrale  c  au  point  x  seront  données  |)ar  le  Tableau  sui\anl  : 


La  première  ligne  eonlient  les  déleiiiiinalions  qui  >  annulent  pour 
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X  =  o  et  se  j^eriiiiilciil  ;iiil(iiir  de  l'origine;  la  dcriiii'iY;  li^no  ron- 
tienl  les  déterminallous  (jiii  ne  s'annulent  pas  pour  :r  ^  o  ;  de 
plus,  ehacjue  détermination  z-j  se  permute  avec  la  détermination 
correspondante  zj  autour  du  point  critique  xj  inscrit  au-dessus 
d'elle  dans  la  seconde  ligne. 

Tandis  que  les  déteruiinalions  Zj  se  permutent  directement  entre 

elles,  on  ne  peut  permuter  une  détermination  zj  a\cc  une  déter- 
mination z/f  qu'en  remontant  de  z/  à  Zj,  tournant  autour  de  l'ori- 
gine et  redescendant  de  z^  à  z/^.  En  d'autres  termes,  poui- engendrer 
une  infinité  de  déterminations  de  z^  on  doit  tourner  une  infinité 
de  fois  autour  de  Torigine  |)ropremcnt  dite;  si,  à  un  moment 
donné,  on  tourne  autour  de  xj  [le  long  dun  lacet  /),  on  est  acculé 
à  une  impasse  :  on  ne  peut  obtenir  des  déterminations  nou\ elles 
qu'à  condition  de  revenir  sur  ses  pas  en  tournant  une  seconde  fois 
autour  de  Xj.  Pour  cette  raison,  nous  ne  devons  pas  regarder  l'ori- 
gine comme  un  point  transcendant  indirectement  critique. 

J'ai   supposé  (pour  me  placer  dans  le  cas  où  le  mécanisme  des 
permutations  de  l'intégi'ale  ::  se  laisse  le  jdus  simplement  figurer) 

cjue  la  partie  réelle  de  -  était  comprise  entre  i  et  2.  Si  celte  partie 
réelle  était  comprise  entre  o  et  i,  plusieurs  déterminations  zj  cor- 
respondz-aienlà  une  même  détermination  c/;  si  elle  était  supérieure 
à    2,   plusieurs  déterminations  zj  correspondraient   à    une   même 

détermination  zj;  mais,  dans  un  cas  comme  dans  l'autre,  on  ne 
pourrait  obtenir  une  infinité  de  déterminations  nouvelles  qu'en 
tournant  une  iuliuili'  de  fois  autoiu-  de  rorii;ine. 


11.  —  L'ofdrc  (le  succession  des  pemnitalions. 
P/en/iers  exemples. 

Couuuenl  poursuixre  l'étude  des  |)oints  criticjues  transcendants? 
Nous  inspirant  des  remarques  faites  au  Cbapitre  l  (§  IV),  nous 
allons  porter  notre  attention  sur  les  deux  ensembles  dont  la  nature 
caractérise  une  fonction  multiforme  au  voisinage  dune  singularité 
transcendante  X  :  ensemble  des  points  critiques  x,,  x-^,  ...  con- 
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vcrj;panl  Nors  X:  eiisemhlc  des  (l<lci  iiiin;ilioiis  i,.  io.  ...  cngen- 
(Iréos  au  Noisina^c  de  X. 

De  oe.s  en.seiiil)!»-.  lums  ne  -^aNoiis  nrn  |iis(|ii  ici,  sinon  ([n  ils 
sonl  (.lénonihraljN's  <  |).  h  ).  A  parL  cela,  il  est  probaMe  qu'ils  sont 
qiielconcpies.  .Mais  sans  donlr  il  existe  certains  cas  privilégiés  où 
ils  se  siin|)lifienl.  Prui-c'-itc  ponnions-nous  rechercher  ces  cas  et 
les  classer  daprrs  Iciii'  plii>  «mi  moins  i;i'ande  coniplcxit*'. 

xSi  nous  considérons  les  délcrminalions  j',,  y.2i  •••^  nous 
K  iiiarcpions  cpi'il  v  a  en  i;énéral  entre  elles  un  ordi'e  de  succes- 
sion. Su|)p()Sons.  en  cHel,  (|uc  nous  partions  iVun  point  .r  avec  la 
dclci  inination  »',  cl  que  nous  décn\  ions  une  s(''ric  dv  lacets  élé- 
mentaires autour  lie  X  ou  de  points  convergeant  vers  X  (  p.  <)7). 
TcMii  |iassei-  (le  la  délerininalion  )^)  à  une  détermination  quel- 
conque j,,  il  ne  sidfit  pas  en  général  de  décrire  un  seul  lacet  élé- 
mentaire :  il  faut  en  décrire  plusieurs,  permutant  dabord  j'i 
avec  )y,  puis  )^^  a\ec  l'y.,,  et  ainsi  de  suite  juscpià  r/-  Vinsi,  les 
(b'ieiininations  )^,  jK/,,  •••  se  trouvent  rangées  dans  un  ordre 
déterminé. 

C'est  ce  qui  ressort  clairement  des  exemples  donnés  au  para- 
giaphe  précédent.  P>eportons-nous  à  I  intégrale  générale 


(3)  z  =  W3\         y.x  =  (  


dan>  I  livpolbese  où  A)  est  un  nondjic  complexe  à  partie  réelle 
négati\e.  iJaprès  ce  que;  nous  avons  \u,  les  déterminations  de  c 
sonl  à  lOrigine 

Jo(o)  =  C-',         -,(o)  =  G-ie>-  , 

et  on  les  (b'duil  les  unes  i\(''^  autres  en  tournant  successivement 
autour  des  points  crili(jues  appelés  j;,,  .z'o,  ....  Ainsi,  les  déler- 
miiialionsde  lintégrale  c  jouissent  de  celle  proprit'-lé  remarquable 
qii  on  peu!  les  iani;<'r  suivant  une  série  iinilinéaire  (en  les  alTec- 
lanl  respect  i\  rmeni  dc>  indices  o.  i  ,  'i,  .  .  .  )  dans  I  ordre  nuMue  où 
elles  se   peiiiiuteiil   enl  re  elles. 

\n;d\s((iis   (I  iiii    peu    plus  près  cette   propriété  en   la  présentant 
sous  une   lorme    (lillereiitc. 
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Par  chacun  des  poiiils  ciitKjiies  xj,  menons  une  cou|)ure  recli- 
ligne,  qui  sera  par  exeu)ple  le  prolonj^ement  du  rayon  0.r j,  liuiilé 
par  le  point  Xj  eX  |)ar  l  inliui.  Nous  appellerons  celle  <()U|)uie 
coupure  Xj.  Tourner  autour  d  un  point  critique  équi\aul  à  fran- 
chir la  coupure  correspondante.  Plus  jjri'-cisénienl,  décrivons  à 
partir  de  lorii^inc  un  lacel  fermé  lra\crsant  une  seule  fois  la  cou- 
pure Xj  et  ne  renconlianl  aucune  autre  coupure  (  r/'.  p.  .ii)  :  ce 
lacet  permute  les  délcrmiualions  z-j(o)  et  ^y^i  (oj,  et  il  ne  permute 
aucun  autre  couple  de  déterminations.  Nous  appellerons  laceL  Xj 
tout  lacel  ainsi  défini,  et  pennulalion  Xj  la  permutation  corres- 
pondante. Il  résulte  de  ce  qui  précède  qu'une  détermination  quel- 
conque Zj  ne  sera  permutée  avec;  d'autres  que  par  deux  lacets,  le 
lacet  Xj^i  et  le  lacet  .r/.  Grâce  à  cette  circonstance,  nous  allons 
j)ou\(»ir  rendre  la  fonction  z  uniforme  en  la  représentant  sur  une 
surface  de  Riemann,  dont  la  struclure  est  particulièrement  simple. 

Considérons  une  suite  dénomhrahle  de  feuillets  plans  super- 
posés ...,  J*  I,  J'o5  ■^'\^  •••■<  t-es  feuillets  étant  alî'ectés  des 
indices  ...,  —  i,  o,  i,  ...  dans  Pordre  même  où  ils  se  succèdent. 
Puis  relions  chaque  feuillet  avec  le  précédent  par  une  lii;ne  de 
croisement  placée  entre  J*/_i  et  Sj  suivant  la  coupure  ^y_i,  entre 
Sj  et  -i'y+i  sui\anl  la  coupure  xj.  Nous  formons  ainsi  une  surface 
de  Riemann  S  :  je  dis  que  z  est  uniforme  sur  cette  surface. 

Considérons,  en  effet,  sur  le  feuillet  J'y  la  détermination  Zj  qui 

est  égale  à  C~  '  <?  '"'  à  Porigine.  Nous  avons  vu  que  celle  détermi- 
nation ne  pouvait  être  altérée  que  par  deux  permutalions,  les 
permutations  Xj_i  et  Xj.  Dès  lors,  quand  x  se  meul  lihrcmcnl 
dans  le  feuillet  Sj  sans  franchir  les  deux  lignes  de  croisement 
situées  dans  ce  feuillet,  Zj  reste  uniforme.  Si  Pon  franchit  la  cou- 
pure Xj,  on  passe  dans  le  feuillet  -i'/^i,  cl  zj  devient  :;y+|.  Comme 
on  a  raisonné  sur  Z/,  on  raisonnera  sur  ^y+i,  <'l  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  la  singularité  présenlée  à  l'origine  par  l'intégrale  (3)  est 
caractérisée  par  ce  fait  que  :;  est  uni  forme  sur  une  surface  'le 
Riemann  S  sur  laquelle  il  n'y  a  pas  de  fentes  {coupures  in- 
franchissables) et  dont  chaque  feuillet  est  relié  au  précédent 
suivant  une  ligne  de  croisement  passant  par  un  point  crititfue 
unique.  H  y  a  corres|)ondance  univoque  et  réciproque,  d'une 
part  entre  les  feuillets  de  la   surface   et  les   déterminations  île  la 
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fonction,  (liiiitrc  |)ai'l  cnlrc  les  ligues  de  croisement  cl  les  points 
criliijncs. 

Nous  a\()ns  supposé  tout  à  llieure  que  Texposant  —  de  l'éga- 
lité (i)  avait  uni'  partie  réelle  négati\e.  Lorsque  la  paitie  réelle 
de  T-  est  positi\e  (comprise  jiar  exemple  entre  i  et  a),  c  admet  au 

voisinage  de  x  =o  une  double  série  de  déterminations,  ainsi  qu'il  a 
été  expliqué  à  la  page^'>..  Les  déterminations  de  la  première  série, 
sup|)osées  écrites  dans  l'ordre  où  elles  se  déduisent  les  unes  des 
autres  autour  de  rorigine,  forment  une  série  unilinéaire.  Traçons 
alors  une  coupure  suivant  un  rayon  mené  de  l'origine  à  l'infini  et 
ne  passant  par  aucun  des  points  critiques  Xj  de  z\  puis  construi- 
sons une  surface  de  Rieniann  S,  formée  de  feuillets  superposés  J'y, 
reliés  entre  eux  suivant  la  couj)ure  considérée  :  il  résulte  du 
Tableau  de  la  page  'ji  que  le  feuillet  J'/  contient  un  point  cri- 
ticjue  unique,  .ry,  de  z^  et  que  z  est  sur  la  surface  S(  une  fonc- 
lion  à  deux  branches.  En  d'autres  termes,  en  tout  point  de  la 
surface  S,,  z  w  au  plus  deux  déterminations,  une  de  la  première 
série  et  une  de  la  seconde. 

Il  est  assez  naturel  de  se  demander  s  il  existe  des  types  géné- 
raux de  fonctions  présentant  les  caractères  que  nous  venons  d'ana- 
Ijser,  ou  des  caractères  analogues  plus  ou  moins  complexes.  Peut- 
être  trouverait-on  dans  cet  ordre  d'idées  un  principe  de  classifica- 
tion des  points  critiques  transcendants  présentés  par  les  fonctions 
multiformes.  Mais,  a\aiit  d'aborder  l'étude  des  cas  généraux,  il 
conviendra  de  préciser  davantage  les  indications  fournies  j)ar  la 
considération  des  cas  particuliers  les  plus  simples. 

Faisons  d'abord  quehpies  remarques  coinpb'meutaircs  sur  lin- 
tégrale  (3)  dans  le  cas  où  la  partie  réelle  de  À|  est  négative.  \u 
lieu  de  définir  :;  comme  fonction  uniforme  d'un  point  variable  sur 
une  surface  de  Riemann  S,  nous  pourrions  nous  proposer  d'ex- 
pnmrr  |c>  ilciix  xariabics.r  cl  :J  en  fonction  umtormc  d Un  même 
paramètre  /.  La  cjucstion  revient  à  ('-lablir  une  correspondance 
uiiiN  oque  et  r<'cipr<»(pie  entre  les  |)oiiits(li'  hi  surface  de  Riemann  S 
et  les  points  du  |ilan  d  nue  variable  /.  Le  |»lau  /  se  IrouNcra  abtrs 
divisé!  en  une  S(''rie  (b;  régions  dislineles  K,  -  Ivj (ti  respondaiit 
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aux  feuillets  J'i,  i'o,  . . .  de  la  surface  S,  en  sorle  qu'à  une  valeur 
quelconque  de  t  il  correspondra  yn\i^  \aleur  unique  do  ::. 

Je  (lis  (juc  nous  réaliserons  une  telle  correspondance  en  p(jsanl 

•■^-^->.|  ^.^  ^-KA,  . 

(5)      Q! X —  \-^e   '•'       cost  —  i(2-r-l[)e   '■•       sint         (G'=const.), 


d'où  résulte 


,  „  dx  1  i  •>.  --  A  ,    )      — :r //      . 

L  — -  —   e   'i       sin/. 

lit  I 


^  .  .  . ,         ,       .        dx 

En  elïet,  d  après  cette  dernière  égalité,  -7-  s'annule  lorsque  t  =  k~ 

(k  entier).  Les  valeurs  correspondantes  de  Cx  sont,  lorsque  A"  est 
pair  (/»•  =  2 A'), 

— : H  2  A'  /  T  ^         — :^ 

C X  =  A\e    '•'  —  \\e   ''    ; 

lorsque  k  est  impair  (k  =  aA'-t-  i), 

/   2             N                        2/'  71 
I  2  /.•■+  1  )  J  71  1    —  -I-  1  1  —. 

G'a-=  — Àjc  ^'-t      ''  —  Aie  '■<   . 


Choisissons  C  de  manière  ([ue  ^  =  ^7^,  x^  étant  le  point  critique 
(le  z   défini  page  68  :    la   fonction  /  de  x  admettra  comme  points 

■îkiT. 

critiques  (à  distance  Unie)  les  points  xii^x^e  ''  ,  c'est-à-dire  les 
points  critiques  mêmes  de  l'intégrale  z. 

Considérons  alors  le  long  de  la  coupure  x^  les  deux  détermina- 
lions  de  t  qui  se  permutent  autour  de  x^-  Lorsque  .c  décrit  la  cou- 
pure Xhi  chacune  de  ces  déterminations  décrit  (dans  le  plan  t) 
une  ligne  continue  allant  du  point  t  =  kr:  à  linlini  :  l'ensemble 
des  deux  lignes  ainsi  définies  forme  une  courbe  d'un  seul  tenant,  La, 
qui  partage  le  plan  des  t  en  deux  régions.  D'ailleurs,  les  courbes  Ly, 
La,  correspondant  à  deux  coupures  différentes  .ry,  x/,,  ne  sauraient 
se  couper,  puisque  x  est  fonction  uniforme  de  /  et  (|ue  les  cou- 
pures Xj,  x/(  ne  se  rencontrent  pas;  d'ailleurs,  Ly_,  et  Lj+t  sont 
de  part  et  d'autre  de  Ly.  Dii^  lors,  les  différentes  courbes  La  par- 
tagent le  plan  des  /  en  un  ensemble  de  régions  Ha  qi'i  corres- 
pondent point  par  point  aux  feuillets  de  S.  On  en  conclut  cjue 
l'intégrale  z-  est  une  fonction  unit()rine  de  /. 

C'est  là  un  nouveau  trait  dislinclif  de  la  singularité  présentée  à 
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rorlt;in<'  par  rinU'j;rale  (3)  :  on  peut  cxpiinicr  x  cl  z  en  fonc- 
tion d'un  paramètre  t,  .r(t)  étant  la  fonction  définie  par 
l'égalité  (."))  et  z(  l)  étant  uniforme. 

Lrs  diverses  représenlalioiis  de  z  que  nous  venons  d'étudier 
sont  \alahles  pour  toute  valeur  de  x  et  non  pas  seulement  au  voi- 
sinage de  l'origine.  Ces  représenlalions  caraetérisent  (Iduo  la  sin- 
gularité .r  =  30  de  z  en  même  temps  que  la  singidarité  j;  =  o. 
^^oyons  comment  se  présenterait  la  singularité  j;  =  oo,  si  on  la 
ramenait  à  l'origine  par  le  changement  de  variable  x  =  ;~'. 

Tandis  (iiic  les  points  ci-iticiues  X),  x.,,  ...  de  z  convergent 
vers  X  =  o,  nous  avons  \ii  que  les  points  critiques  appelés  .r_,, 
x_o,  . . .  s'éloignent  vers  l'infini.  Posons  alors  .r_A  =  c^'.  La  fonc- 
tion z[l)  aduiet  une  infinité  de  jioints  critiques  ;,.  Ho,  ...  qui 
convergent  vers  H  ^^  o,  et,  autour  de  ces  points,  dans  l'ordre  où  ils 
sont  écrits,  se  permutent  les  déterminations  :;_,,  . . .,  c_a,  . . .  de  :;. 
Tout  se  passe  jusqu'ici  comme  pour  la  singularité  x  =  o  étudiée 
plus  haut.  Mais  (c'est  là  ce  qui  est  nouveau)  l'origine  est  pours(ç) 
point  transcendant  directement  critique  en  même  temps  que  point 
transcendant  indirectement  critique.  Re|)ortons-nous,  en  elïet,  à 
la  page  (iy,  figure  a.  i^arlons  du  point  c/,  avec  la  détermination  iv 
de  —  »  qui  est  supposée  tendre  vers  (\',  lorsque  (/,  s'éloigne  indéfi- 
niment sur  le  rayon  O^i,  et  parcourons  dans  un  sens  convenahli- 
le  contour  du  cercle  de  centre  O  et  de  i^ayon  Oqt  :  nous  nous 
trouvons  tourner  successivement  autour  des  points  critiques  x_(, 
x_'i,  etc.  Donc,  après  chaque  tour,  nous  revenons  en  r/t  avec  une 
nouvelle  détermination  de  :;.  On  en  conclut  que  z  a  une  infinité  de 
déterminations  (pu  s  échangent  enti'e  elles  (  ')  autour  du  point  ç  ^  o. 
(h'terminations  (pii  appartiennent  d  ailleurs  à  l'ensemble  des  déter- 
iiiiiialions  z  f,  di'|à  obteiuies  en  totiniaiit  auloiii"  des  seuls  points 
crilKjues  algél)ri<|ues  ç/i,  sans  tourner  autour  de  ç  =  o.  0  où 
cette  ccniclusion  :  la  singularité  ç  =  o  de  -(i)  se  distingue  de  la 
singularité  x  =  ^~'  =  o  par  ce  caractère  (\uil  existe  au  voisinage 


('}   Ia-    inrtni'    r.iisiiiiiiciiiiMil    jii  ou  viMiiiL    ()ue    ;  =  o    |)crmiilc'    une    iiitinilc    de 
(l<''l(-i'iiiiiiatiiins  de  z,  ég.tles  ù   liiii  i\'.^  ;  pour  |  :^  o. 
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de  q=^  o  plusieurs  combinaisons  différentes  de  permutations 
élémentaires  (permulations  opérées  par  des  lacets  élémenlaires  » 
(jui  éclianij^eiU  entre  elles  les  intimes  déteriniixitions. 

La  même  |)articiilarité  se  reuconlrera  chez  de  nombreuses  fonc- 
tions. Considérons,  par  exemple,  la  fonction  r  de  ./•  d('(inie  jjar 
l'égalité 

Cette  fonction  admet  comme  |)()ints  criti(pies  algébriques  situés  à 
distance  finie  les  points  .r  [)our  lesquels  cos  k -f-  <x  sanniilc.  savoii- 
les  points 

....  X-i  =  T^—l  T..  .ro.  Xi  —  ■>.  -  —  J"o- 

.To  =  :Fo  -!-  ">'  ~i  a's  =  X]  -i-  -2  7:,  .... 

Or,  ces  points  Xj  convergent  \ers  l'infini  cpii  est,  dès  lors,  pour  i 
point  ti-anscendant  indirectement  critique.  De  plus,  les  détermi- 
nations j^i,  jv'^,  ...  de  I'  se  rangent  sui\ant  une  série  unilinéaire, 
et  on  les  déduit  les  unes  des  autres  en  tournant  autour  des  points 
critiques  j?,,  x-^^  ...  dans  l'ordre  où  ils  sont  écrits.  Dès  lors,  en 
raisonnant  exactement  comme  on  l'a  fait  pour  l'intégrale  (3),  on 
obtiendra  une  surface  de  Riemann  (présentant  les  particularités 
énumérécs  page  ^5  )  sur  lac|uelle  j>^  sera  uniforme.  Si  ensuite  on 
fait  le  changement  de  variable  J7=ç~',  on  constatera  que,  pour 
la  fonction  V(i)i  l'origine  est  un  jjoinl  transcendant  directement 
criticjue  permutant  une  infinité  de  déterminations,  lesquelles 
appartiennent  d'ailleurs  à  l'ensemble  des  j'j  déjà  défini  par  les 
permutations  xj. 


111.   —   L'équation   [  ui -f- j)'(  j>')]  ^  =  i . 

Nous  allons  encore  examiner  quelques  exemples  simples  de 
singularités  transcendantes,  cherchant  toujours  à  mettre  en  lu- 
mière les  caractères  qui  peuvent  servir  de  fondement  à  une  clas- 
sification de  ces  singularités.  A  oyons  d'abord  ce  qu'il  adviendrait 
du  dernier  exemple  étudié  si  l'on  y  remplaçait  la  fonction  trigti- 
noméliupie  sin  >'  par  une  fonction  elliplnpie. 


8o  CIIAI'ITHK    m. 

Considérons,  en  |)i('mici'  lien,  la  lonclion 


«  =  arg.j)(r)=  /      — , 

,.L      -xy/^x  —  a)  {a 


\J{X  —  a)  {  X  —  i' )  {-^  —  c) 

in\erse  de  la  l'onction  p  de  ^^  eiei^slrass.  Supposons  que,  parlant 
de  lorij^ine  avec  une  détermination  (fo,  nous  décrivions  des  lacets 
élémentaires  autoui-  des  trois  points  critiques  «,  b,  c  :  il  est  clair 
que  la  détermination  //o(o)  sera  permutée  ])ar  ces  lacets  avec  trois 
déterminations  différentes  «'„",  u^^\  u^^\  Dès  lors,  les  délermina- 
lidiis  (le  //.  supposées  écrites  dans  Tordre  où  on  les  déduit  les  unes 
des  autres,  ne  paraissent  plus  se  ranger  suivant  une  série  uni- 
linéaire.  En  ellet,  si  dans  le  cas  de  l'intégrale  (3)  nous  obtenions 
une  telle  série,  c'est  j)arce  qu'alors  une  détermination  quelconque 
ne  pouvait  être  permutée  directement  (j'entends  par  un  seul  lacet 
élémentaire)  qu'avec  deux  autres  déterminations,  savoir  celle  qui 
la  j)récédail  et  celle  qui  la  suivait  dans  la  série.  Cette  condition 
nélant  plus  réalisée,  il  n'est  plus  possible  de  construire  iine  sur- 
face de  Riemann  jouissant  des  propriétés  énoncées  page  'j5.  Soit, 
par  exemple,  S'  une  surface  de  Riemann  dont  les  feuillets  J'j  soient 
reliés  deux  à  deux  suivant  une  ligne  de  croisement  placée  entre 
J'y_,  et  J'y  suivant  la  coupure  a,  entre  J'y  et  -i'y+i  suivant  la 
cou|)ure  />,  entre  -i'y+i  cl  J'y+ij  suivant  la  coupure  c,  et  ainsi 
de  suite.  La  fonction  u  n'est  pas  uniforme  sur  celle  surface  S'. 
Pour  la  rendre  uniforme,  il  faudiait  tracer  sur  S'  une  série  de 
coupures  que  la  variable  serait  assujettie  à  ne  pas  franchir  : 
savoir,  la  coupure  c  dans  le  feuillet  J'y,  la  coiqjure  a  dans  le 
feuillet  J'y+i,  etc. 

]-,es  mêmes  circonstances  se  présenteront   pour  la  fonction  y 
définie  par  l'égalité 

[xy  -h  piy)  —  X  -h  C         ([Ji,  C  =  const.), 
c"esl-à-(bic  pitui'  1  intégrale  générale  de  1  écputtion  différentielle 

(-elle    loue  lion    admet    coMinie    jxtints    eiilKpies    algébrupies    les 
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points  X  correspondant  aux  zéros  de  u.  +  J3'(j').  Or  ces  zéros  sont 
des  valeurs  de  y  qui  converj^enl  vers  j^  =  oo.  D'autre  |)art,  on  sait 
que,  dans  chaque  parallélogramme  des  périodes,  la  fuiiclioii  clli|t- 
tique  a-j-p'())  admet  trois  /(-ros  siiuplcs  d  (pi";i  ces  zéros 
correspondent  des  valeurs  p,,  p^,,  p;,  de  p  qui  .-^ont  les  mêmes 
quel  que  soit  le  parallélogramme  considéré  (').  On  en  conclut  que 

les  points  enli([tics  eorrespoiKhint  aux  zéros  de  -j-  cotnergeut  vers 

le  point  .r  =  X,  qui  est  dès  lors,  pour  j',  j)i>iut  transcendant  indi- 
rectement critique. 

Cela  dit,  prenons  d'abord  a  très  petit,  et  suivons,  à  paiili'  d  une 
valeur  initiale  j)^o,  les  diverses  caractéristiques  de  y  iy.  -\.  noie  i 
issues  de  l'origine.  En  vertu  des  llK'orèmes  rehitils  à  la  conlinuité 
des  intégrales  (Cihap.  I,  §  \  ),  nous  ne  pouvons  rencontrer  sur 
ces  caractéristiques  que  trois  points  critiques  :  le  premier  «o 
voisin  de  a,  le  deuxième  />„  voisin  de  6.  le  troisième  Cq  voisin 
de  c.  Les  valeurs  prises  par  r  en  ces  points  eriti(pies  sont  trois 
zéros  de  ;-'•  4- ,p'(  j)^)  situés  dans  un  même  parai lélogram nu;  des 
périodes.  D'ailleurs,  si  nous  décri\ous  des  lacets  (-lémentaires 
autour  des  points  a^^  ^„,  c„,  nous  revenons  à  l'origine  avec  trois 
déterminations  diflerentes  y„'\  y''^\  y^\  respectivement  \oisines 
de  <>,<',<'. 

Faisons  maintenant  \arier  y.  (à  joartir  de  jj.  ^  o)  en  éKitanI  de 
passer  par  les  quaUe  valeurs  définies  dans  la  note  i  et  modi- 
fions y^^]  les  points  r/o,  6^,  Cq  Aarieronl  dune  manière  continue 
avec  a.  et  'ko''  ^'^  uièine  les  valeurs  correspondantes  de  jk,  ces 
valeurs  étant  toujours  trois  zéros  de  '^-\-p'(y'*  situés  dans  un 
même  parallélogramme  des  périodes.  Je  dis  cpie  a^^,  /j^.  Cq  sont 
des  fonctions  uniformes  de  ioi  pour  toute  \aleur  fixe  de  a.  En 
effet,  si  <:/o',l'o)i  par  exemple,  n"»'-tail  pas  unilorme.  il  devrait 
exister  certaines  valeurs  de  i  o  pour  lesquelles  plusieurs  détermi- 
nations de  a^  viendraient  coïncider,  pour  lesquelles,  en  d'autres 

(')  Au  ciis  011  les  deux  fondions  |JL-hp'(^)  et  p'Cy)  auraient  ilcs  zéros  com- 
muns, la  fonction  y  admeltrait  des  points  critiques  multiples.  Mais  aux  zéros 
de  p"  correspondent  quatre  valeurs  fixes  de  p'  qui  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
parallélogrammes  des  périodes.  Si  donc  ( — ti)  ne  coïncide  avec  aucune  de  ces 
quatre  valeurs,  i.n\  est  sur  de  n'avoir  que  des  points  critiques  simples. 

B.  G 


cii.vi'irni:  m. 


leriiies,  y  aurail  pliisiciiis  points  (critiques  confondus  en  «o-  Or 
cette  cirt;onstance  ne  se  présenle  pas,  puisque  les  zéros  de 
,j^  _l_  p'(y)  situés  dans  un  parallélogramme  des  périodes  sont  des 
zéros  simples  {voir  la  note,  p.  8i). 

Nous  concluons  de  là  <pie,  pour  toute  valeur  donnée  (fixe» 
de  !A,  les  divers  points  critiques  d'une  intégrale  de  l'équation  (6  ) 
peuvent  être  ic'parlis  enlic  trois  séries  :  i"  points  a/  (pie  Ton 
tiéduit  de  (f  en  faisant  varier  <j.  avec  continuité:  2"  points  bj  dé- 
duits de  /' ;  ^"  j»oinls  c/  déduits  de  c.  Ces  trois  séries  n'inter- 
fèrent jamais;  si  l'on  se  donne  un  point  critique  quelconque 
(riiiic  inti'gralc  j',  on  peut  toujours  dire  sans  ambiguïté  à  quelle 
série  il  ajtpartient.  D'ailleurs,  à  l'ensemble  des  caractéristicpies 
issues  de  l'origine  a\ec  une  valeur  initiale  donnée  correspondent 
lonjours  trois  |)()ints  critiques,  un  de  chaque  série.  Si  nous  cher- 
chons alors  à  représenter  y  sur  une  surface  de  Riemann,  nous 
nous  heurtons  aux  difficultés  rencontrées  pour  la  fonction 
arg.,p(a:). 

Ces  circonstances  diflerencient  nettement  les  intégrales  y  des 
fonctions  que  nous  avions  précédemment  considérées.  Nous  con- 
statons que  nous  avons  allaire  à  un  mécanisme  de  permutations 
plus  compli(pié  (jiie  l(»ut  ii  llieure.  Il  se  trouve  cependant  (pi  Une 
circonstance,  spéciale  aux  intégrales  r,  permet  de  i-approcher  ces 
intégrales  des  exemples  étudiés  aux  pages  78--9. 

Nous  savons  que  la  fonction  i/  =  Sirg.p(x)  est  à  l'infini  fonction 

uK-roiiiorplie  de  \'j\  Il  en  est  de  même  des  intégrales  jk-  t^n  effet, 
lors(pie  u  est  arbitrairement  voisin  de  o  et  que  x  tend  vers  l'infini 
en  ligne  droite,  y  tend  nécessairement  vers  un  pôle  de  la  fonction 
elliptique  p{y)y  c'est-à-dire  vers  une  valeur  r^  indépendante  de  pi. 
l'.ir  continuité,  on  vérifiera  de  |)roche  en  proche  qu'il  en  est  ainsi 
(jiicj  (pie  soit  'j..  D'aillems  on  a,  pour  v  \()isin  de  y,, 

(I  ou  il  i(''>iille  (pie  1'  —  Yj  est  développabic  pai  rapport  aux  puis- 
sances (•nti("'res  de  \^x. 

\iii.si,  lors(pi(;  X  tourne  deux  fois  autour  du  pomi  .r  ::=  x,  ^^  ne 
change  p;is.  M:ns  on  \oil  sans  peine  (pic  toiinici'  (Jeux  lois  autour 
de   X  =^  y~    iCNiciil    à    (h'ciii»'    six     liiccls    IcniH'N    autour    de    j)oinls 
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critiques  apparleaanl  altcrnalivfinent  à  la  preinirre,  à  la  (letixi("'ine 
et  à  la  troisirine  série.  Dès  lors,  ici  comme  dans  l'oxemple  de  la 
page  78,  deux  mêmes  (létciiniiuitions  peuvent  êlre  échangées 
par  plusieurs  combinaisons  dijférentes  de  permutations.  Par 
exemple,  on  obtient  le  même  résultat  en  opérant  successivement 
deux  permutations  des  séries  a,  c  ou  quatre  permutations  des 
séries  6,  c,  a.  b.  Nous  exprimerons  ce  fait  par  l'éj^alité   svmho- 

lique  ('  ) 

(a,  c  )  =  {b,  c,  a,  b). 

Soit  alors  y j  une  détermination  quelconque  à  Torij^ine.  Nous 
désignerons  par  le  symbole  (to)  la  quantité  dont  s'accroît  Vj 
lorsque  l'on  opère,  à  partir  de  ly,  les  permutations  {a.,  6),  et  par 
le  symbole  — (to)  la  quantité  dont  s'accroît  j^y  lorsque  l'on  opère 
les  permutations  (^,  à).  De  même,  (to')  exprimera  le  résultat  des 
permutations  (^,  c)  et  —  (w')  le  résultat  des  permutations  (c,  b). 
Il  est  clair  que  Ion  a  les  relations 

(7)  ((03).  -(loM  =o,         ((c.y),  -(to'))  =  o. 

Je  dis  de  plus  que 

(8)  ((to),  («'))  =  ('( io'),(co)). 

En  efl'et,  cette  relation  équivaut  à 

(rt,  6,  ^,  c)  =  (6,  c,  «,  6)         ou         {a.  c)  =^  (  b,  c,  a,  b), 

égalité  que  nous  avons  reconnue  être  vraie. 

Cela  dit,  supposons  qu'à  partir  d'une  valeur  initiale  )o  nous 
opérions  un  nombre  ■})air  (quelconque)  de  permutations.  Nous 
ajouterons  ainsi  k  y^  "ii  certain  nombre  de  quantités  (w),  — ((o), 
(w')  ou  —  (t'j')-  ^^  vertu  des  relations  (7)  et  (8),  l'accroissement 
de  y  pourra  toujours  être  mis  sous  la  forme 

zfc  [((o  I,  (^(joj (t-J)]  ±  [(  w'), (w'  )]' 

ce  que  nous  écrirons 

»i^(a))  -4-  n^(  co'), 

(')  On  a,  d'une  manière  générale,  l'égulilé  symbolique 
{a,  b,  c,  a,  b,  c)  —  o. 


8/1  CHAPITRE    III. 

m  cl  //  cUinl  (les  eiiliers  positifs  ou  négalils.  .Nions  apj)cllci  ons  (  co) 
ol  (to')  \es  périodes  de  rinh-grale  y.  D'après  la  relation  (8),  les 
deux  périodes  sont  commutables.  Elles  se  distinguent  des  périodes 
dune  fonction  elliptique  en  ce  qu'elles  n'ont  pas  une  valeur  fixe, 
mais  varient  avec  la  valeur  initiale  yj  à  laquelle  on  les  ajoute.  En 
re\anche,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  ces  périodes  ne 
se  confondent  jamais  entre  elles.  Etant  donnée  une  valeur  initiale 
quelconque,  on  pourra  toujours  dire,  sans  ambiguïté,  quelles  sont 
les  périodes  (w),  (w'),  — {^)i  — (f'^')  qi'i  lui  correspondent. 

Ces  reinarcjues  faites,  il  sera  facile  d'obtenir  à  l'origine  l'en- 
semble tolal  des  déterminations  de  l'intégrale  y.  Appelons  y^  une 

détermination  initiale  et  y^  la  détermination  qui  s'en  déduit  par 
une  permutation  unique  opérée,  par  exemple,  autour  d'un  point 
critique  de  la  série  a.  Toutes  les  déterminations  à  l'origine  seront 
données  par  les  deux  formules  svmboliques 

m  et  /i  étant  des  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs. 

Les  déterminations  y„i^„  et  y„i,/i  sont  ici  figurées  sui\ant  deux 
Tableaux  à  double  entrée.  Mais  elles  se  disposeront  toul  naturelle- 
ment en  série  unilinéaire  si  l'on  pose,  par  exemple, 

ro)  se  déduit  alors  de  y^o)  p^i"  n»(^  peruiulation  a,  y^.2)  se  déduit 
de  y^j  par  une  permutation  ^,  y^^^  de  j'^o,  par  une  permuta- 
lion  c,  etc.  Si  nous  affectons  les  points  critiques  des  indices  i, 
■A,  ...  dans  l'ordre  où  nous  les  rencontrons,  nous  obtenons  une 
série  de  jioinls  .r,,  x-^,  ...  qui  correspondent  aux  j^y  exactement 
comuie  il  arrivait  dans  le  cas  de  riutégrale  (3)  (p.  'j4)-  Seulement, 
les  <\i'u\  (b'terminations  yj,yj^[  qu'échange  la  permutation  .Vj 
aur-, lient  |mi  ('g;deiucnl  être  échangées  par-  d  autres  |»ermula[ions. 
<  )n  \oll  par  là  combien  rexislence  d'une  relation,  telle  (pie 
(f/.  h.  r,  (/.  h.  r)=i=o,  simplifie  1(^  UK'canisme  des  |)enuulations 
il  u\{v  iiili'-i.dr  y  au  voisinage  de  la  singulaiiié  transcendante 
J.  =  yi.  (  Mi";ini\ei',iil-il.  en  effet,  si  les  péi'iodes  ((.)),  (to')  n'étaient 
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pas  commutables?  Pour  échanger,  par  exemple,  y(0)-\-  '\(,^i')  a^ec 
jK(o)  4-  m^(to)  par  une  série  de  permutations  élémentaires,  on  serait 
■obligé  de  repasser  par  jK(o)-  Alors,  comme  nous  le  disions  plus 
haut,  il  ne  serait  plus  possible  de  ranger  l'ensemble  total  des 
déterminations  en  une  série  unilinéaire  où  deux  déterminations 
^consécutives  seraient  permutées  par  un  lacet  élémentaire;  ou 
bien,  si  l'on  formait  une  telle  série,  une  même  détermination 
■devrait  y  figurer  une  infinitc-  de  fois.  En  ce  cas,  la  succession  des 
permutations  serait  comparable  à  un  arbre  dont  les  branches  se 
ramifieraient  à  l'infini;  si  un  insecte  voulait  parcourir  tout  le  bois 
de  cet  arbre,  il  devrait  continuellement  rétrograder  vers  les 
nœuds  pour  repartir  sur  les  branches  où  il  ne  serait  pas  engagé 
AU  premier  passage. 

I\  .  —  L'équation  zz'  ^  z  -\-  i . 

Considérons  l'équation 

(9)  zz'=z-hi. 

Cette  équation,  qu'on  intègre  immédiatement,  a  pour  intégrale 
générale 

(10)  z  —  log(  :; -I- I)  =  .r — ■  x^)         (j^o  =  consl.  arbitraire). 

Nous  allons  nous  demander  par  quel  mécanisme  les  diverses 
branches  de  cette  intégrale  se  déduisent  les  unes  ties  autres. 

Soient  X  un  point  très  éloigné  sur  l'axe  réel  négatif  et  .r,  un 
point  très  éloigné  sur  l'axe  réel  positif.  Lorsque  x  tend  vers  —  ao, 
|s(x)|  augmente  indéfiniment  comme  \^\.  Au  contraire,  lorsque 
Xi  tend  vers  +  x,  zix,)  peut,  soit  croître  indéfiniment,  soit 
tendre  vers  —  i . 

L'intégrale  (lo)  admet  comme  points  critiques  les  points  où 
z  s'annule,  c'est-à-dire  les  points 

.  . . ,  X-]  =  Xo  —  •'.  i~,         Xo,         J"i  =  .r„  -f-  ■}.  i-.  .... 

Ces  points  sont  tous  situés  sur  une  même  druile  D  perpendiculaire 
à  l'axe  réel. 


86  ciiM'iTiu:  m. 

Considérons  en  .r,  une  détoiniiniilion  ^„  de  z  Noisine  de  —  i  el 
envisageons  l'ensemble  des  caractéristiques  issues  de  x^  avec  la 
valeur  Zo.  Un  point  critique  au  moins  (soit  ^o^  sera  critique  pour 
cet  ensemble.  Joignons  alors  .r,  à  .r  j)ar  i\n  chemin  /o  pas- 
sant entre  x_t  et  :r,)  (Jig.  3),  puis  traçons,  cnlrc  les  points 
.r ,  =  ^,  -f-  217:  et  x'  =  .r  -i-  s/tt,  le  chemin  /,  transformé  de  lo  par 
le  changement  de  variable  x'  =  a:-'r2i7z.  Lorsque  ^,  à  partir  de  Uq^ 
décrit  un  tour  autour  de  z  = —  i ,  r,  |)artant  de  Xi ,  se  rend  en  x\ . 
Suivons  alors  les  deux  chemins  /„,  /)  en  partant  de  la  même 
\aleiir  initiale  ^„  ;  la   formule  (^^lo)   montre   que   z   aura   hi   même 

l'f2.  3. 


\aleur  en  deux  points  correspondants  quelconques  tie  ces  che- 
mins; nous  arrivons  donc  en  .r  et  ;r' avec  une  même  \ahmr  c,,, 
laquelle  est  très  grande  en  \aleur  al)solue  si  .r  est  suffisamment 
éloigné.  Je  dis  que  la  caractéristique  issue  de  x'  avec  la  \ah'nr  ;„ 
a  en  37  une  valeur  z,  dillerente  de  :;„.  En  elTet,  pour  (pic  r,  fût 
égal  à  z„^  il  faudrait,  d'après  (lo),  ipie,  lorscpie  x  décrit  le  seg- 
ment ./•'./•,  c  décrivît  un  tour  autour  de  r  ^^ —  i.  Or  cela  ne  peut 
être,  ciii-  z  est.  sur  ./'.r,  de  l'ordre  de  giandciir  de  |  '' |  :  son  argii- 
iiMiil  iif  pciil  (|((iic  (  roiMic  (le  2"  lopscpic  ./■  \arie  de  :>./::.  Conciti- 
Mon  :  lors(pic  .r  dc'cnl  je  clicinin  .r ./•,./',  ./'./•,  3,  parti  a\ec  la 
\aleur  z^,  revi(;nt  a\ec  une  n(»u\ellc  valeur  :: ,  :  les  deux  f/r/crnii- 
nalions  c„  cl  c,  se  iicrniulcnl  aiitoiir  du  point  (//fù/uc  ./„. 
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Si,  au  lieu  de  considérer  le  chemin  /|,  on  a\ail  considéré  le 
chemin  /  ,  transformé  de  /„  |)ar  le  clianj;enienl  de  variahie 
x' =  X  —  2^—,  on  auiait  constaté  de  la  même  manière  «juc  x_i 
permute  ^o  avec  une  déleiinination  c  ,.  En  poursuixanl  notre 
raisonnement,  nous  arrivons  donc  au  résultat  suivant  :  l'inté- 
grale (if)  admet  en  x  une  série  unilinéaire  de  déterminaticms 
...,  ô_i,  ;or  ^1-  •••  '|>ie  l'on  déduit  les  unes  des  autres  en  tournant 
autour  des  |)oints  (riti(|ues  ...,  .r_|,  Xo,  x^^  ...  dans  l'ordre 
même  où  ils  sont  écrits;  nous  retombons  ainsi  sur  le  mécanisme 
décrit  à  la  page  -4-  D'ailleurs,  une  fois  ce  résultat  établi  pour  .r 
très  éloigné,  on  peut  évidemment  l'appliquer  (')  à  t(Hite  position 
de  X  située  à  gauche  de  la  droite  D. 

Il  n'en  sera  plus  de  même  si  nous  considérons  les  détermina- 
lions  voisines  de  z  en  un  point  situé  à  droite  de  la  droite  D.  En 
elfet,  nous  avons  dit  qu'en  x,  z  a  des  déterminations  voisine» 
de  —  I  et  des  déterminations  très  grandes  en  valeur  abs(due 
(comparables  à  x^  ).  Il  existe  donc  au  moins  un  point  critique  cjui 
permute  "Cq  (voisin  de  — i)  avec  une  détermination  yjo  de  grand 
module.  Soit  ^o  "n  tel  point  critique;  ço  6t  vio  s'échangent  alors 
le  long  du  lacet  Lo  ( -^i  ^•^"'-^i -^i  )•  Nous  savons,  d'autre  part,  que 
la  caractéristique  issue  de  or,  avec  la  valeur  ^n  est  encore  égale 
à  ^0  au  point  x\  ;  on  en  conclut,  comme  tout  à  l'heure,  que  le 
lacet  L,  transformé  de  Lq  par  le  changement  de  Nariable 
x' -^^  X -\- ^  iTz  permute  encore  "C^  et  r,„;  d'ailleurs,  la  caractéris- 
tique égale  à  T,y  eux,  [)ien(l  en.r,  une  \aleur  de  grand  module  r,| 
diflérente  de  t,o;  il  en  résulte  que  le  chemin  fermé  (  x,  j:'',,L,  .u,  ./i  ) 
permute  c,,  avec  r,,.  En  d'autres  termes,  ^oetr,,  s'échangent  autour 
du  point  X\.  Le  même  raisonnement  |)rouvera,  d'une  manière 
générale,  t|ue  le  point  Xj  permute  ^o  a\ec  ni\Q  dét»  i  ininaliou  île 
grand  module  Y,y  dillérenle  »le  y,,,-  ''"iii  •  •  •  •  DOi'  «'clte  eoiulu-^ii>ii  : 

i"  L'ensemble  des  caractéristi<jues  issues  de  Xt  (ner  la  râ- 
leur ^0  présente  une  infinité  de  points  critif/ues /_,,  ./„, 

X,,  ...  (jui permutent  respectii^eme/it  w„  tnec  —  y,^,,  /,„.  y,,.  ...  ; 


(')    On   verra    sans    peine  que    l'on    peut    a|i|ili(|U(.r    toutes   ces  conclusions    à 
l'cquation  plus  générale  zz'  —  a  z  -i-  (>. 
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•i"  fJi'nseinhlr  fies  caractéristù/nes  issues  de  Xs  avec  la  va- 
leur T,o  prèsenh'  un  seul  point  critique  ^Tq,  lequel  permute  y|o 
avec  wo- 

Aussi,  ;"i  I  iiivcrsf  do  ce  qui  se  passait  daus  tous  les  exemples 
considt'rés  plus  IkiiiI.  //  n'y  a  pas  de  succession  de  délerntina- 
ti'ins  au  point  ./•,.  \  \\v  inlégralc  qnelconrpic  de  léqualion  (lo) 
n'adniel  eu  X\  cpiune  seule  délerminalion  >^o  lendanl  %ers  —  i 
lorsque  .r,  tend  vers  +oc,  et  cette  détermination  s'éclianj^e  avec 
les  (lélerniinalions  /,  par  un  ensemble  de  permutations  qui  sont 
simultanées,  uctu  successives. 

L'exemple  de  léquatioii  (lo)  nous  apprend  que  la  succession 
des  déterminations  d'une  fonction  multiforme  peut  \arier  a\ec  les 
régions  où  nous  nous  plaçons.  Lorsque  nous  chercherons  à  carac- 
tériser cette  succession,  nous  devrons  donc  toujours  spécifier  où 
nous  l'(''tudions. 


V.  —    Premier  type  de  points  t/r/nscendants 
de  p/emière  espèce. 

Nous  venons  de  passer  en  revue  un  certain  nombre  de  singula- 
rités transcendantes  présentant  des  particularités  diverses.  Ces 
particularités  sont-elles  spéciales  aux  exemples  que  nous  avons 
étudiés  ou  caractérisent-elles,  au  contraire,  certaines  catégories 
générales  de  points  singuliers?  Poui-  nous  en  rendre  compte, 
nous  allons  rechercher  sous  quelles  conditions  une  singuiarit»' 
[l'anscciidaiitc  ;i|)p;uii('ii(lra  à  Ici  ou  tel  <les  types  «pie  nous  avons 
mis  en  lumière.  Nous  commencerons  par  le  tvpc  le  plus  siuqile, 
celui  (pii  a  et»;  décrit  aux  pages  74-77- 

Considérons  un  pdliii  transcendant  (isolt-)  //<>//  directement 
critique,  mais  |M)inl-iiuiite  de  |)()inls  critupies  algi'hiitpies.  Nous 
supposerons  ce  point  à  Vorigine  et  nous  appellerons  [^y)  len- 
s«'mhle  (le><  liriMK  lies  (pu  se  |)Ci'mutent  eulri^  elles  au  \oisinage 
de  o,  c'esl-à-diic  diiiis  un  e(;rlain  cercle  V  de  eeuire  o.  iNous 
admettrons  d<'  plus  (pie  ehaeun  «les  points  criti(pies  ;dg<''l)riques 
contenus  dau>  V  permute  deux  d(''t<'rminalions  seuleuienl.  (  S  il 
n  en  et;iit   p;is  iiiUM.  nous  eonsMli'renon^  cpie   plusMMirs   j>oints  en- 
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tiques  sont  confondus  el  nous  afleclorions  d'indices  dlllérenls  les 
diverses  permutations  opérées  autour  de  ces  points.) 

Par  cliaque  poini  crilnpic  in('ii(»ii>  iiiir  cuiiixire  joignant  le 
point  au  contour  de  V.  La  coii|nii'e  sd'a  rcclilij^ne  ou  cur\iligne, 
mais  nous  supposerons  qu'elle  ne  s  enroule  pas  une  intinité  de  fois 
autour  de  Torigine  (cf.  p.  (J<3,  note  i  i  el  quaucun  de  ses  |>oints 
n'est  point  critique  ou  point-limite  de  points  critiques.  Si  la  sin- 
gularité transcendante  étudiée  est  isolée,  on  pourra  construire 
une  infinité  de  systèmes  de  coupures  satisfaisant  à  cette  condition 
et,  de  plus,  ne  se  coupant  pas  eiilic  elles. 

Tourne!"  autour  d'un  point  critique  équivaut  à  franchir  la  cou- 
pure correspondante  (cf.  j).  ^^i).  A  un  point  critique  Xj  corres- 
pondent donc  (une  fois  (pir  Ion  a  adopl('-  un  système  déterminé 
de  coupures)  deux  déterminations,  et  deux,  seulement  :  ce  sont 
celles  qui  se  permutent  entre  elles  le  long  d'un  lacet  qui  con- 
tourne Xj  sans  franchir  aucune  des  coupures  relatives  aux  autres 
points  critiques.  Nous  appellerons  ly  ,  et  j^/(2i  les  valeurs  de  ces 
déterininalions  à  l'origine  en  un  point  fixe  .r  lié  à  1  origine  par  un 
chemin  in\ariable  i  cf.  p.  7'^)- 

Ces   préliminaires  admis,    supposons  que  l  o>    i-i  isse  disposer 

DIT  système  des  COUPUUES  OE  AIAMÈUK  qu'a  U.NE  DÉTEU-MI-N  \T10K 
QUELC0JVO1  E  DE  LENSKAIliLE  (y)  AU  POINT  X  IL  COKRESPON  DE,  SUI- 
VAIT LES  CONVENTIONS  AOOPTÉKS,  PEUX  POINTS  CUITIOUES  DISTINCTS 
(et    deux     seulement)     POl'VANT     PERMUTER     CETTE     DÉTEUM  IN  ATION 

AVEC  d'autres.  Nous  suppcjsons,  en  d'autres  termes,  qu'une  déter- 
mination quelconque  devient  uniforme  dans  F  dès  que  x  est 
assujetti  à  ne  pas  franchir  deux  couj^ures  (et  deux  seulement). 

Partons  alors  d'une  d(''terminalion  y^**'  de  yix)  et  appelons 
^_i,  Xq  les  |)oinls  critiques  (pu  l;i  peniuilent.  \ous  j)ou\  ons  posée 

.T'»'=.r-'fï^=ro{i)- 

Posons  ensuite  1'^"  =  l',i(j)  •  ■'  '■'  deleiininalion  )'  '  corresj)ondi\i. 
outre  ./"„,  un  point  (  rilupie  (pie  nou-^  ap|tcll(M'oiis  .z  ,  :  nous  poserons 

alors  )-''^=  ')-,  ,,j,  j',  (jj  =y>-  ;  et  ainsi  de  suite. 

Les  déterminations  .  .  .,  r' "",  r  "',  ,}'^'  .  ...  forment  une  série 
unilinéairc  el  on  les  dédiiil  les  unes  des  autres  en  tournant  autour 
des   points  crilnpies  ...,  .r_,,  Xo,  .'i,  ...  dan>  I  ordre  des  indices 
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croissaiils  ou  décroissants.  D'ailleurs  (puisqu'il  existe  par  lijpo- 
llièse  une  infinité  de  points  eriticpies  convergeant  vers  lorif^ine 
cl  pcnuulanl  entre  elles  iiiir  mlinité  de  déteriiiinalKius  i  lune 
au  moins  des  deux  suites  (J?,,  Xo,  . .  .j,  (a:_,,  x_.2-,  ...)  converge 
vers  l'origine.  Nous  supposerons  (]ue  ce  soit  le  cas  pour  la 
première  suite  ;  alors  lesconsidération- ipil  pr(''C('dent  s"apj)liquent 
à  des  valeurs  positives  arbitrairement  grandes  de  l'indice  /. 

Le  mécanisme  des  permutations  xj  est  donc  exactement  celui 
que  nous  avons  décrit  page  -4.  Kn  particulier  l'ensemble  (y)  est 
uniforme  (au  voisinage  de  l'origine  )  sur  une  surface  de  Riemann 
S  construite  comme  il  a  été  dit  page  70.  Cette  surface  ne  contient 
pas  de  fente,  et  les  feuillets  J'/  et  J*/+i  sont  reliés  par  une  ligne 
de  croisement  unique  placée  suivant  la  cou|)ure  xj. 

Les  coupures  J'y  sont,  avons-nous  dit,  rectilignes  ou  curvilignes. 
jNous  allons  nous  borner  au  cas  le  plus  siniple,et  supposer  qu'elles 
sont  rectilignes  ;  plus  précisément  même  (afin  de  nous  raj)proclier  le 
|(lus  possible  de  l'exemple  du  paragrapbe  II),  nous  allons  admettre 
que  /a  coupiwe  xj  est  placée  suivant  le  pj-oloiigemcnt  du 
rayon  oxj  compris  entre  le  point  Xj  et  le  contour  Y. 

Lorsque  la  singularité  à  l'origine  présente  ces  caractères, 
on  peut  obtenir  par  un  procédé  très  sim|)le  toutes  les  déterminations 
qui  se  permutent  en  son  \oisinage.  Soit  c  un  cercle  concentrique 
à  r  ayant  pour  rayon  0.  Puisque  les  points  Xj  convergent  vers  l'ori- 
gine, nous  sommes  assurés  qu'à  partir  d'une  certaine  \aleur  dey, 

Fis.   '1. 


on  a  |.ry|<;o.  j'iutons  iihus  de  l'origine  avec  la  délerminalion 
(pu  coircspoud  ;i  )<./\  rendons-nous  h-  long  dun  l'ayon  en  un 
p"iiil  (lu  coiiloiir  de  r,  puis  |)ai'coiir(»ns  ce  contour.  ()n\oit(|ue 
•>i  uoii^  (l((  r  i\  oiis  le  conloiir  de  c  dans  un  sens  convenable  (  //i.' .  /\  ) 
nous   iioii-   I  iuii\  cil  )iis   loiiiiicr  siiccessiN  eiiu'iil   aiiloiii'   des    points 
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Xj^  Xjj^-^.  ...,  points  (|iii  perniiilcul  l<i  siiile  des  (léloniiiiiations 
y'^J+^\  y(y+2 

D'ailleurs,  (|U(|(|nc  pciil  (pic  soi  l  o',  ou  a,  à  partir  <riiiie  ccrlaine 
\aleurdeX",  |  xy^^  |  <C  ^  •  "  <'ii  r(''>iill('  cpic.  poiii- Idiiiikm' aiildiir  des 
points  Xj^  -^'j+ii  •••  on  peut,  au  li<'u  de  di-crire  la  contour  de  c, 
suivre  une  spirale  qui  s'enroule  autour  de  l'origine  el  enlace 
les  points  .ry,  XjJ^^.  . .  .  dans  ses  spires  successives.  Cette  spirale 
pourra  converger  cl' autant  plus  rapidement  vers  l'origine  cjue 
les  /joints  Xj,  .î/^.|  ,  .  . .  tendront  eux-mêmes  plus  vite  vers  o. 

Quel  sera,  dune  manière  précise,  l'eHet  d'un  tour  elTectué  le 
loni;  (le  c?  Plaçons  le  point  ./;  (relié  à  rori<;ine  par  un  cheniiu 
iii\ariable)  sur  le  contour  do  c:  j^uis,  parlant  de  J7  avec  j^'-^',  décri- 
\ons  une  fois  le  contour  de  c  dans  un  sens  tel  (pie  nous  franchissions 
la  coupure  x/  avant  de  fran(ljir  la  coujHire  Xj_i  {Jig-  4)-  I^^^ 
nouvelle  détermination  obtenue  en  x  sera  yU+^'i  dans  le  cas  où. 
après  avoir  franclii  la  coupure  Xj,  nous  rcxenons  en  x  sans  a\oir 
rencontré  la  coupure  .c/^, .  Dans  le  cas  contraire,  la  nouvelle  déter- 
mination sera  i'^^"^*^  (A"  >>  o).  Mais  l'entier  k  sera,  cjuel  c/ue  soit j , 
inférieur  à  un  nombre  fixe  m  à  moins  que  la  différence  des 
arguments  de  x/,  Xj_^/<  ne  tende  vers  o  lors'/ue  (  '  )  y  et  k  aug- 
mentent indéfiniment.  Nous  écarterons  ce  dernier  cas.  [S  il  se 
présentait  (-),  la  spirale  définie  plus  haut  pourrait  se  réduire  à  une 
courbe  qui  convergerait  vers  l'origine  sans  s'enrouler  une  infinité 
de  lois  autour  d'elle.] 

Dansées  conditions,  nous  allons  obtenir  un  utile  renseignement 
relatif  à  la  ou  aux  branches-limites  de  lenseinble  des  détermina- 
lions  (r)  (yo//-  Chap.  l,  §  4)-  Supposons  (pour  pouNoir  applifpier 
le  théorème  de  la  page  26)  que  le  cercle  F  ne  contienne  pas 
de  points-limites  d'intersections  des  branches  (y);  puis  consi- 
dérons un  ensemble  partiel  de  déterminations  {y)  qui  convergent 
Ners  une  branche-limite  Y,  définie  par  la  valeur  ^  /    (pi"(dle  prend 


(')  Nous  supposons  (Jom;  que  r;iii!;lo  ilonl  doit  tiunin'r  le  rayon  M'Cteur  Ox, 
lorsque  (se  mouvant  toujours  dans  le  uii'nic  sens)  il  va  passer  successivcincnl  par 
les  points  critiques  .r,,...,  x-^,  augmente  indéliniment  avec  y. 

(■•')  C'est  ce  qui  arriverait  pour  riNcmiilc  du  parai;niplic  1\  m  IHm  faisait  le 
changement  de  variable  x  ■=  ?~'. 
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en  un  j)oinl  donnt''  .r.  Je  dis  que  cette  b/anche-liniûeY ^  est  par- 
toiit  nuromorphe  dans  le  cercle  F,  sauf  peut-être  à  l'origine. 

Va\  efVel,  joignons  (par  une  droite)  le  poinl  x  à  un  point  quel- 
conque x'  de  r.  Nous  sommes  assurés  qu'à  partir  d'une  certaine 
valeur  de  l'indice  k  les  cai^actérisliques  issues  de  x  avec  les  déter- 
minations r'*^  j)'^*"^".  •  ••  sont  toutes  méromorplies  au  voisinage 
de  x' .  Il  en  résulte  que  Y,  n'a  dans  F  d'autre  singularité  que 
peut-être  l'origine  (qui  est  alors  point  directement  critique  de  Y,). 

Il  est  souvent  possible  d'aller  plus  loin  et  de  montrer  que  la 
fonction-limite  Y(  est  uniforme  dans  le  cercle  F.  Il  en  est  ainsi 
en  particulier  lorsque  l'origine  est  une  singularité  transcendante 
de  l'espèce  (pii  nous  occupe  pour  l'intégrale  générale  de  léqualion 
diflTérentielle 

-f;^  =  f{^,n 

où  f  est  uniforme  au  voisinage  de  x  =  o,  y  ^=  Y.  Nous  nous  con- 
tenterons d'énoncer  ce  résultat  sans  démonstration. 

Les  points  transcendants  que  nous  étudions  présentent  celte 
particularité  que  l'ordre  de  succession  des  permutations  xj  est  un 
ordre  déterminé.  En  d'autres  termes,  il  y  a  correspondance  uni- 
voque  et  réciproque  entre  un  point  critique  et  son  conséqueut  .ry^, . 
Si  donc  on  considère  Xj+\  comme  étant  une  certaine  fonction 
discontinue  de  Xj  (définie  pour  les  valeurs  x^^  x-y,  ■••  de  xj), 
cette  fonction  est  uniforme  ainsi  que  son  inverse.  D'ailleurs 
on  peut  transformer  cette  fonction  discontinue  en  fonction  continue 
au  moyen  d'une  formule  d'interpolation.  Plaçons-nous  dans  le  cas 
particulier  où  l'on  peut  choisir  la  fonction  continue  de  manière 
f/u'elle  soit  liolomorphe  (')  dans  un  cercle  F  ayant  pour  centre 
le  point  transcendant  que  nous  prendrons  comme  origine.  Celte 
fcjnction  (si  l'on  remplace  Xj  par  x)  sera  de  la  forme 

(il)  ^{X)=  C\T  -\-  C^X^^-.  .  .^ 


(')  On  recoiiiiiiiliail  iiisciiieiil  qu'il  en  est  ainsi  lois(|uo  rensctnhlc  des  brandies 
(y)  est  défini  par  une  équation  (JiO'érenlielle  y' =  /(  .r.  _r). 'i>'  ./ '""^ '"•'i''""""l''»"i 
pour  X  voisin  tic  o  cl  y  égal  aux  branches  {y). 
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el  I  on  aura 

l'ar  l)y|)ollièse,  les  points  :£■/ con\  er<;eiit  Ncrso.  Nous  supposerons 
ici  [)lus  précisément  que,  </«e/  qur  soit  x  dans  un  cercla  V  de 
centre  o,  la  fonction  cp  [cp.  .  .['j(x  )  |. . .]  imda  uniforme  nient 
vers  o  lorsque  le  nombre  des  cp  superposés  croit  indéfiniment  (  '  ). 
Nous  appellerons  la  fonction  'o  période  des  points  critiques;  la 
singularité  transcendante  que  nous  étudions  esiAiyvi)  caractérisée 
par  ce  fait  qu'il  lui  correspond  une  période  des  points 
critiques  unique. 

L'existence  d'une  période  des  points  critiques  permettra  d Ol)- 
tenir  simplement  une  représentation  de  la  tonclion  jk(-^)5  analoi^iie 
à  celle  qui  a  été  donnée  page  -^. 

Plaçons-nous  (je  me  bornerai  à  l'étude  de  ce  cas)  dans  rhjp(j- 

ihèse  où  le  rapport  ^-^-^  admet  une  limite  non  nulle  et  ditlerente 

de  I.  Cette  hypothèse  re\ieiit  à  admettre  que  le  coefficient  C(  du 
développement  (i  i)  n'est  égal  ni  à  o  ni  à  i.  Nous  allons  chercher 
à  faire  un  changement  de  variable 

{\'>-  )  «  =  J>  (  j?  j  =  A'i  .r  -i-  Ix-i x-->r  .  .  . 

jouissant  de  cette  propriété  que  les  égalités 

entraînent,  pour  une  \aleur  (pielconque  de  l'indice  f, 

Ui^X  =  C,  Ui. 

Nous  aurons 

c^  Ui  —  Ixi  Cl  Xi  -T-  /"o  Cl  .r"-  -l-  . . . 

et  [en  rem|)laçant  .r/^,  par  '-p(.r/)] 

M/H_l  =  ki{CiXi-r-  Cf   -^.,  ..)-{-  k^iCiXi-i-..  .)--^ 

(')  On  pourrait  présenter  la  môme  hypotlièse  sous  la  forme  suivante  (que  l'on 
démontrerait  être  équivalente)  :  posons  <1>  (  |  a;  |  )  =  |  c,x|  +  |  c^jj-] +. . .  ;  on 
suppose  que  la  fonction  <1>[<1>. ..  [•l>{  I  j;  I)  ]...  ]  tend  uniformément  vers  o  lorsque 
le  nombre  des*  superposés  croit  indéfiniment  et  que  \x\  est  inférieur  à  un 
certain  nombre  positif  /•.  On  voit  que,  si  cette  hypotlièse  est  satisfaite  pour  un 
certain  système  de  valeurs  des  |  c  |,  elle  est  sûrement  satisfaite  pnur  toutes  les 
valeurs  moindres  des  \c\.  —  Nous  ne  nous  dcmamlerons  pas  ici  s'il  existe  des  points 
transcendants  de  l'espèce  étudiée  ne  satisfaisant  pas  aux  diverses  conditions  posées 
ci-dessus;  la  question,  toutefois,  vaudrait  la  peine  d"ètre  étudiée. 


qi  CIIAIMTUI-:    m. 

Si  nmis  idenlilions.  dans  ces  deux  égalités,  les  coefficients  des 
puissances  seiublaMcs  des  x/,  nous  aurons,  pour  déterminer  les  A,, 
les  égalités  suivantes  : 

(     />'2('-'l  —  cl)  —  /C1C2, 
(  I  3)  I     /.-s  (Cl  —  C'i  )   =  /m  C;j  -r    i  kiCi  Ci, 


Puisque  C|  n'est  pas  égal  à  i,  les  relations  linéaires  (i3)  permet- 
tront de  dc'terminer  successivement  /r2,  />■.),  .  ••  en  fonction  de  A", 
(iiii  ic^tc  wihilraire  (non  nul).  Ainsi,  il  sera  loujonrs  possdile  de 
calculer  les  coefficients  de  la  série  (i'>).  Reste  à  montrer  que  cette 
série  est  absolument  convergente  au  voisinage  de  x  =  o. 

Pour  établir  ce  point,  nous  aurons  recours  à  Tartificc  suivant. 
Supposons  que  les  modules  des  coefficients  c,,  C:t,  ...,  étant  d'abord 
nuls,  croissent  à  partir  de  o[cela  de  telle  sorte  que  la  fonction  o(.r)(') 
continue  à  satisfaire  dans  F  aux  conditions  énoncées  page  9.3]. 
f.ors(|ue  les  modules  |C)  |,  |c2|,  ...  sont  très  petits,  la  série  {12) 
converge  certainement  dans  tout  cercle  F,  intérieur  à  F.  Est-il  pos- 
sible que,  pour  certaines  valeurs  des  c,  cette  série  cesse  de  con- 
verger dans  F,  et  converge  seulement  dans  un  cercle  F'  concen- 
trique et  intérieur  à  F,  ? 

Je  dis  que  cela  est  impossible.  Et,  en  elTel,  appelant  x  un  point 
quelconque  du  contour  de  Fi,  posons 


(i4)  x'=f{x}ii         x"  =  ^{x' ),  ...,  :r'^'"*  =  cp  (  a- 


(/.■-u 


D'après  riijpothèse  relatixe  à  la  convergence  uniforme  de  la 
fonction  cpl  'f  •  •  •  [cp(:r )]  ...  1,  on  peut  toujours  trouver  un  entier/: 
tel  (pic  le  point  .r^*^  correspondant  à  un  j)oint  x  quelconque  du 
contour  F,  soit  inli'ricur  au  cercle  F'.  La  fonction  <Ij[x^^'>)  sera 
alors  liolomorplie  pour  les  valeurs  considérées  des  c.  Or  on  aura, 
par  définition, 

^ix^k-\)  =  ^[ar-.  ç>(.r(/'-')]  =  07' 'j/C^r"''), 

^x)        =c7(/'-'>.|/(x(/''), 
l'galil'  --  (pu  lie  piiiNCMi  ('x  idciiinicnt  cesser  d'être  vériliées  lorsque 

(  '  )   Voir  p.  <)'5,  noie  1 . 
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les  coefficients  c  varient  d'une  manière  quelconque  à  partir  de  o. 
Il  en  résulte  que,  si  'i>(.r'*^)  est  lioloniorplie  pour  certaines  valeurs 
de  x^''\  'h(x)  est  nécessairciiieul  Ii<iI(.iii(M|)Iic  |)()iir  le-,  \alciirs 
correspondantes  de  x.  Donc  ■l{x)  ne  cesse  pas  d"èlre  lioloiin.rplic 
dans  le  cercle  F,  tout  cnlici-.  c.  i).  v.  u. 

L'existence  de  la  fonction  <l  une  fois  établie,  nous  sommes 
certains,  puisque  A-,^o,  (jue  la  fonction  inverse  de  •}  est  une 
fonction  holouiorplie  de  u  au  voisinage  de  ii  i=  o.  Or,  d'après  les 
calculs  de  la  page  —,  nous  saurons  exprimer  les  deux  va- 
riables y  et  u  en  fonction  uniforme  d'un  même  paramètre  t. 
Le  problème  se  trouvera  donc  également  résolu  pour  les 
variables  y  et  x. 


VI.  —  Définition  générale  des  points  de  première  espèce. 

Nous  avons  insisté  quelque  peu  sur  le  type  le  plus  simple  de 
points  transcendants,  celui  dont  nous  avions  rencontré  un  cas 
particulier  aux  pages  67-78.  Il  nous  sera  facile  maintenant  de 
passer  à  des  types  plus  généraux,  en  nous  inspirant  des  divers 
exemples  étudiés  aux  paragraphes  III  et  IV. 

i"  Supposons,  d'une  manière  générale,  que  l'on  puisse  ranger 
l'ensemble  des  déterminations  [y)  [qui  s'échangent  entre  elles,  par 
les  permutations  ^Ty  ('),  dans  un  cercle  F  entourant  l'origine]  en 
une  série  unilinéaire  où  chaque  détermination  ne  figure  qu'une 
fois  ou  un  nombre  fini  de  fois;  supposons,  d'autre  part,  que  l'on 
puisse  dis[)oser  les  coupures  définies  page  8c)  de  manière  qu'à  tout 
couple  de  deux  déleruiinations  consécutives  il  corresponde  une  et 
une  seule  peruiutalion  élémentaire  échangeant  ces  déterminations  : 
nous  dirons  alors  que  l'origine  est  un  point  transcendant  de  pre- 
mière ESPECE,   DE  LA    PUEMIÈ:RE  SORTE   ET  DU    PREMIER   TYPE. 


(  '  )  Si  l'origine  était  un  puiiit  tianscendanl  directement  critique,  il  y  aurait  une 
infinité  de  points  critic|ues  confomitis  à  l'origine.  Mais  chaque  nouveau  tour  décrit 
autour  de  l'origine  (échangeant  ilmix  déterminations  nouvelles)  constituerait  une 
nouvelle  permutation.  Nous  considérerions  donc  qu'autour  de  l'origine  s'opèrent 
•une  infinité  de  permutations,  les  permutations  ....  x,,  jr,,  ...,  x^,   .... 
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Dans  ces  conditions  I  enscnihle  {y)  sera  uniforme  (an  \oisiriage 
de  l'origine)  sur  nue  surface  de  Ricinann  S,  dont  cliaqne  feuillet 
sera  relié  au  précédent  sui\aiil  une  ligne  de  croisement  passant 
j)ai'  un  |>oint  critique  uiiupic.  Il  v  aura  correspondance  uni\o(jue 
el  récipiocpie,  d'une  pari  entre  les  feuillets  de  la  surface  el  les 
déterminations  de  la  fonclion,  d'autre  part  entre  les  lignes  de  croi- 
sement et  les  points  critiques. 

2"  Supposons  qu'il  existe  un  ensemble  partiel  de  détermina- 
lions  y,,  j^o,  ...  (déduites  les  unes  des  autres  par  les  permu- 
tations Xj)  qui  jouissent  des  propriétés  énoncées  ci-dessus,  mais 
qu'en  outre  la  détermination  ry  soit  échangée,  par  un  nombre  fini 
de  permutations  ^y,),  ^j,-2->  •  --^  -^y',*?  avec  un  nombre  fini  de  déter- 
minations nouvelles  j)^/^|,  ry\j,  ...,  yi,ki  qui,  de  leur  côté,  ne 
s'échangent  (  |>ar  permutation  élémentaire)  qu'avec  vy  (It's  permu- 
tations -Tj,,  ...,  x'j^fi  constituent  alors  des  impasses,  comme  il  a  été 
dit  page  j3)  :  lorsqu'il  en  est  ainsi,  nous  dirons  que  l'origine  est 

un   l'Ol.NT    TUA:\SCF.]\D.V>T  DE   PREMIÈRE  ESPilCE,    OE    LA   l'UKMlkuE  SOIIÏE 
ET  nu    SECOND  TYPE. 

Dans  ces  conditions,  on  pourra  encore  construire  la  surface  de 
Riemann  S;  mais  sur  chacun  des  feuillets  de  cette  surface  (ou  sur 
certains  d'enlie  eux)  la  fonction  (y)  pourra  acquérii-  un  nombre 
fini  de  déterminations.  D'ailleurs,  du  groupe  de  déterminations 
représentées  dans  le  feuillet  J"/.  on  ne  pourra  passer  à  d  autres 
groupes  qu'à  condition  de  franchii'  lune  des  deux  lignes  de  croi- 
sement qui  relient  Sj  aux  feuillets  Sj_,  ou  i'y+i  {cj.  p.  -6). 

/)"  Supposons  encore  que  l'on  puisse  ranger  l'ensembie  des 
(b'ierminations  (y)  en  une  série  unilinéaire  ...,  )'  |,  r,,.  )).  ..., 
où  chaque  délerminaliou  ne  figure  (ju  une  fois  (  ou  un  nombre  fiai 
de  fois),  deux  déterminations  consécutives  (pieleoncpies  étant 
échangées  par  une  permutation  élémentaire  uni(pie.  A  la  série  des 
dél<'rminations  (y)  correspond  alors  une  suite  de  permutations 
élémentaires  . . .,  J7_,,  Xq,  ./•,,  ....  Mais  supposons  que  clans  cette 
suite  ne  figurent  pas  toutes  les  permutations  que  l'on  [)eiit  oju'rer 
;iu  Ndisinage  de  l'origine.  Cela  revient  à  dire  [puiscpic  loules  les 
deleniiiualions  (y)  figurent  dans  la  suite  .  .  .,  )'o,  j^, .  .  .  .  |  <pie  (/eux 
ni('-nifs  dclarmiiialions  (y) /n'iivent  être  êcliangres  i>(ir  plusieurs 
coiiilnfidisoiis  <li[/éienti's  de  perniitlattons  [cf.  p.  -S  el  sui- 
saiito).    I,(»i^(pi  \\   en  est  ainsi,   n(jus  dirons   (pie   rongine  est  un 
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T>u  PUK^riF.u  Tvpr;. 

Dans  ces  condilKui-;.  I  (■a^<'llll)lr'  (y)  st-rM  iiiiiIihiik'  i  m  I  mliTiriic 
du  contour  euLoiiraiiL  l"oriu;ine)  sur  une  surlace  «le  lliciiinni  S, 
dont  chaque  feuillet  seta  relié  au  précétlenl  par  une  li^iie  d<'  (  roi- 
senient  passant  |)ar  un  pDial  critKiue  unique:  mais  sui-  diacpie 
Icudiel  (Ou  sui'  eerlains  feuillets)  se  Irouveronl  des  feules  (cou- 
pures infrancliissahles)  :  <c^  fentes  joindront  au  contour  de  V 
les  points  critiques  dont  nous  ne  nous  servons  j)as  |)our  d<'duire 
les  unes  des  autres  les  dt'lenninalions  ...,y_t,  ^^o^,  y\^  •••i  f'i 
daulres  termes,  les  |)oiuts  crilitpics  cpii  ne  figurent  pas  dans  la 
suite  ...,  .r_ , ,  jcq,  Xi,  ....  Il  y  aura  correspondance  uni\oque  et 
réciproque  entre  les  feuillets  de  la  surface  et  les  déterminations  de 
la  fonction,  mais  non  |»lus  entre  les  lii;nes  de  croisciiirni  et  les 
points  critiques. 

4'  l^nfin,  lorsque;  I  (jrigine  présente  à  la  fois  les  particularités 
qui  caractérisent  les  deux  derniers  cas  définis,  nous  dirons  que 
I  origine  est  un  roivi  i  i;  \  nsck.nd  \-\r  m.  i'itK\ni:uE  KSPiiCE,  ni-:  la 
sr.coMiE  SOI!  I  r.  v.v  m    skc.om)  i  \  ph  . 


y{[.    —    Exemple  de  point   transcendant  de   seconde   espèce. 

Je  n'entreprendrai  |)as  de  donner  ici  la  définition  générale  des 
points  transcendants  d'espèce  supérieure  à  la  première.  Je  me 
contenterai  de  montrer  par  un  exemple  qu'il  existe  elVectivement 
de  tels  points. 

Considérons  réqualioii  diflVi  cnticlle 

(  l5  )  ZZ'  =  \iZ    -r-  A3, 

où  Ao  et  A:i  sont  dv^  polynômes  en  x  dont  les  degrés  ni .  et  /»;, 
satisfont  à  linégalilé  niid^^'-ini^—-  1.  Grâce  aux  résultats  obtenus 
au  Chapitre  II  (p.  jG-6o),  il  nous  sera  facile  d'étudier  le  méca- 
nisme des  permutations  d'une  branche  d'intégrale  de  (i5)  au 
voisinage  de  x  =  oc.  V  litre  d'exemple,  nous  allons  examiner  le 
cas  où  m3=  -i,  d'où  rc-sulle  /;/o=o.  L'équation  {ib)  peut  s'écrire 
en  ce  cas 


(16)  ■=  =  v^:,      :'  =  v';  —  ja-"--+- 


(,s  ciivprmi-:  iri. 

\ci\v  oïl  |n-iil  idiijours  eHocluer  iiu  cliani^einent  de  variable  de  la 
tonne  [Z.  XX  i  (.i\  "/J .r)  rendant  les  coeffieients  de  y/IÇ  et  x-  égaux 
à  1  et  3]. 

Nous  avons  vu  (  p.   .')())  ([ue  sur  lenseinhie  des  caractéristiques 

de  (16)  issues  de  l'origine  avec  une  valeur  initiale  très  grande  tj 
se  trouvent  /;?;,+  !  (ici  trois)  points  critiques  que  nous  appelle- 
rons x„,y,  xi,j^  Xcj.  Ces  points  sont  d'autant  plus  éloignés  que  |  '^j  \ 
est  plus  grand,  xi,j,  Xcj  étant  alors  très  \oisinsdes  racines  (autres 
(pic  .i\i  I    du  polynôme  X-'  —  -^«.y 

Menons  par  les  points  critiques  d'une  intégrale  ^  des  coupures 
rectilignes  joignant  ces  points  à  l'inlini.  Le  système  de  coupures 
ainsi  construit  satisfait  aux  conditions  de  la  page  89  :  mais  à  une 
détermination  donnée  correspondent,  cette  fois  (suivant  les  con- 
ventions adoptées  j).  89),  non  plus  deux,  mais  trois  points  cri- 
tiques pouvant  fier  muter  cette  détermination  avec  d'autres. 
Cette  constatation  nous  suggère  l'idée  de  rapprocher  1  intégrale  ^ 
de  la  fcmrtion 

étudiée  au  paragraphe  111  de  ce  Chapitre. 

Partant  de  l'origine  avec  la  détermination  ^j  décrivons  un  lacet 
élémentaire  autour  du  point  Xaj-  Nous  obtenons  une  nouvelle 
(h'h  riiiination  I;^y.,.,  à  laquelle  (-orrespondent  trois  points  critiques, 
(joui  l'un  est  Xajt  les  deux  autres  Xbj^\-,  ^cj+t  étant,  respective- 
iniiil  très  voisins  des  racines  (autres  que  Xaj')  du  polynôme 
X'^  —  ^;|  .  Par  conséquent,  io/-s(/u'o/i  opère  la  permutation  r^,/, 
les  points  critiques  x^j,  Xcj  subissent  des  déplacements  qui,  si 
l'on  a  pris  |  Xaj  \  assez  <^ran.d,  sont  arbitrairement  petits  par 
rapport  à  \  .rA,;|,  |  Xrj  \- 

Traçons  alors  dans  le  plan  des  X^  un  cercle  D  de  rayon  assez 
grand  pour  que,  lorscpie  X^j  est  extérieur  à  iJ.  les  points  cri- 
liqu(;s  Xa^^ji  -Vb/i-,  -^i-j  soient  tous  supérieurs  au  nombre  /•  défini 
page 56 (ce  <pii  assure  la  l(''i;ilimit('' îles  calculs  do  p;igcs  .Mi-tio).  Par- 
tous  il  une  \alciir  iiiilialc  Xj  exli-iieuie  à  1)  et  opérons  une  série 
de  iKTMiulal  loiis  <''l(''mentaire>  (pu  nous  r;iiii("'iieiil  à  I  orii;ine  a\ec 
des  d(''leiiniiial  ions  ^/^.i,  ^/.}..m  ■•■  toutes  cxItTicurcs  à  I).  \ous  dt'- 
sij;neroii>i    rc>|»cet  1  \  eineul    |»ai-   ./\,,y^/,,    ...,   X,-J^/,   h's    trois    |>(uuls 
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ci-iliqucs  correspoinhinl  à  "^/^/,  (|ui  soiil  voisins  (coinine  nous  venons 
de  le  voir)  des  points  crili(|ues  .*„,y+(/f_))?  •i  ^rj+ik-\)  corres- 
pondant à  ^y^f/,_t)-  Opéranl  ainsi  de  proche  en  proche  à  partir 
de  Çy,  nous  ferons  correspondre  à  chaque  détermination  "^jj^h  "n 
point  criticjue  et  un  seul  de  chacune  des  séries  (7,  b,  c. 

Cela  dit,  désignons  par  h-  signe  (o/)  hi  (pianlilc;  dont  s'accroît  î^y 
lorsque  l'on  opère,  à  |iaitir  de  l^y,  une  perniulation  de  la  série  a 
suivie  d'une  permutation  de  la  série  b  :  ce  que  nous  exprimerons 
par  l'égalité  sjmbolic|ue  [cf.  p.  83) 

(w)  =  (a,  b). 
Posons  de  même 

—  (a>)  =  (6.  rt),  (aj')  =  (6,  c).  —  (oj')  =  (c,  6). 

Si  nous  appelons  'Cj  la  délerinination  déduite  de  î^y  |)ar  une  per- 
mutation élémentaire  opérée,  par  exemple,  autour  du  point  cri- 
tique de  la  série  a.,  toutes  les  déterminations  y j^k  seront  données 
par  les  deux  formules  symboliques 

î    Yi-^  'Hij^iui)  -(-  «i^( w')  -h  m,^(oj)  -+-..., 

■  .Ky -t- '«uCf'O -+-«!*(«"')  ^-- • -1 

/?ii,  n^,  nin,  f'j.  ...  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs.  Tout  se 
passe  jusqu'ici  comme  dans  l'exemple  de  la  page  83,  où  l'on  trou- 
vera l'explication  des  symboles  que  nous  employons  ici.  Mais, 
dans  les  formules  de  la  page  83,  les  combinaisons  de  permuta- 
tions (to),  (w')  satisfaisaient  à  une  relation  remarcjuable  qui  nous 
avait  permis  de  rassembler  tous  les  termes  en  (lo)  et  tous  les 
termes  en  (to')  :  c'était,  à  savoir,  la  relation  de  commutabilité 

<i8)  ((w),  (to')  =  (w'),  (o)))  ou  {a,  h,  c.  n,  b.  C)  =  o. 

Aurons-nous,  dans  le  cas  des  inlégiales  i:^,  une  relation  sem- 
blable? 

Pour  ellectuer  successivement  les  permutations  (a,  b,  c,  ff,  6,  c) 
il  suffit  de  s'éloigner  de  l'origine  vers  l'inlini  le  long  d'un  rayon, 
puis  de  tourner  deux  fois  dans  un  sens  convenalde  autour  de  l'in- 
lini. Se  pcul-il  cjue  ces  deux  tours  décrit>  aiitoui-  de  liiilini  ne 
modifient  pas  la  valeur  de  Ç? 


CIIVI'ITUIC     III. 


Nous  saxoiiN  (jue  les  car;i<t('iisli(|ii»'s  issues  de  Torijiine  avec  la 
viilciii-  iuiliale  v/  ne  sont  pas  indélerniini'c-;  [tour'  .r  =:  oc,  mais 
devienuonl  iulinics  conune  x'*  [égalilé  (i>-(S  )  de  la  |iai.;e  :>].  l'osons 
alfU's 

:  =  .r'i  0.         .r^  0'  =  —  3  t-  0  -i-  a-  /r  /Ô  -i-  3  .r^  -i-  a.T-  -h  ji  : 

la  lirauclie  d'inlégrale  (J  que  nous  consid(''ious  au  Noisinaj^c  «le  1  lu- 
lini  V  prend  une  valeur  finie.  Faisons  niainlenanl  .r=q~-.  Dire 
que  l'intégrale  finie  0  n'est  pas  altérée  lorsque  x  décrit  deux  tours 
autour  de  x  =  'yo  revient  à  dire  que  cette  intégrale  H  est  une 
fonction  holomorphe  de  ;  au  voisinage  de  ç  =  o.  Or,  un  calcul 
facile  uiontre  ([ue  0  satisfait  à  l'équation 

(19)  ^^=6^0-i)-2^v/(>-  ■^'^-^^- 

Cette  équation  adincl  une  infinité  d'intégrales  0  égales  à  i 
pour  i=o;  mais  ^ origine  est  en  général  pour  ces  intégrales 
un  point  singulier  transcendant.  C'est  là  un  fait  que  l'on  véri- 
fiera aisément  eu  substiluaiit  à  0  un  (lé\el()pi)emeut  liulonioi  plie 
à  coefficients  iu(l(''terminés 

et  constatant  que  ce  développement  ne  saurait  satisfaire  à  l'équa- 
tion O9).  L'équation  (19)  appartient  au  tjpe  d'équations  que  nous 
étudierons  aux  pages  124-126;  pour  représenter  ses  intégrales  il 
faudrail  faire  appel  à  un  d(''\elopp('niciil  pi-nct-daiil  sui\anl  les  puis- 
sances de  ;  et  de  loge. 

Conclusion  :  la  relation  de  coniniiitahilité  (18)  nest  pas  satis- 
faite pour  les  intégrales  'C.  Dès  lors,  dans  les  formules  (17),  nous 
n'avons  pas  le  droit  d'intervertir  l'ordre  des  termes,  et,  pour  dé- 
duire les  unes  des  autres  l'ensemble  des  déterininali(uis  d'une 
intégrale  ^,  il  faudra  que  nous  revenions  indéfiniment  mit  nos  pas 

l/oiigine,  par  consé([uenl,  n'est  |)as.  pour  l'i'ipial  lou  iiji.  un 
point  de  première  espèce. 
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VIII.   —    Point   cVespècr  supérieure  dégénérdiil   en  point 
de  preniii're  esjjèce. 

Donnons  une  (Irriiirrc  iipplicnl  ion  de-;  nii'lliodes  développées 
dans  co  Clia|)ilre  en  (lis;inl  (|ii(l(|iics  mois  do  l'i^juiition  (  ') 

tjni  appail  iciit  à  la  calcyoïif  éUidiéc  aux  pages  60-64  [é(|uation  (i  5) 
OÙ  nix]i  2  ni.2\. 

Posant  :;  =  ^- -|-  8,  nons  avons  obtenu  une  valeur  approchée  de 
la  hranclie  d'intégrale  0  qui  prend  en  un  point  Xq  (supérieur  à  un 
certain  nombre  r)  une  valeur  iniiialo  G-  plus  grande  que  2/-  (p.  60). 
Cette  valeur  approchée  représente  6  sur  tout  chemin  direct  (crois- 
sant ou  décroissant)  issu  de  x,),  saut' à  l'intérieur  de  deux  cercles  C|, 

Co  ayant  respectivement  pour  centres  les  points  :r  =  /C,  j:'  =  —  «'G, 

_  1. 
et  pour  rayon  0  =  2/'    '  |G|  (p.  61).  D  ailleurs  la  braiiclic  d  inté- 
grale considérée  ne  présente  aucun  point  critique  à  l'extérieur  et 
sur  le  contour  des  cercles  c,,  Co. 

Appelons  Zq  la  valeur  (-)  à  Torigine  de  la  caractéristique  :;  issue 
de  Xq  avec  la  détermination  x'I  +  G-.  Suivant  notre  méthode  habi- 
tuelle, nous  allons  chercher  à  déterminer  les  points  critiques 
situés  sur  l'ensemble  des  caractérisliques  issues  de  l'origine 
avec  la  valeur  initiale  Zq. 

Lemmk.  —  Considérons  l' équation 

(21)  ZZ'=  a:Z  -+-  I . 
dont  l' intégrale  f![énérale  est 

(22)  Z 1:^  log(  Z --  r=-  )  —  x(.r -H /O         1 /*  =  const.). 


(  '  )  Afin  d'arriver  à  un  résultat  simple,  nous  prenons  comme  exemple  une  équa- 
tion inlégrable.  La  fonction  x  de  0  =  c  —  x-  est  en  ell'et  définie  par  une  étjuation 
de  Riccali  que  l'on  sail  intégrer. 

(^)  Celle  valeur  croit  indéliniment  avec  C  d'après  l'égalité  (36)  de  la  page  63. 


CIIAl-l  I  iti:    Ml. 


Pour  une  valeur  donnée  de  h.  rinlégrale  (22)  admet  comme 
j)oinls  (rili(|uos  (points  où  Z  s'annule)  les  pointb 

■r,,=^  —  —T,  I <> g -= /' . 

.r"      "    -r 

Ces  points  (^lous  situés  sui-  une  hm'iuc  dioile)  eonvcryenl  vers 
liiilini.  et  nous  a\ons  déjà  décrit  en  détail  (^  l\  1  le  mécanisme 
des  permutations  qu'ils  oj)rreiit. 

Considéi'ons.    en    particulier.    rens('nd)ic    des    caractéiislKjues 

issues  de  rorii;ine  avec  une  \aleur  initiale  Z^.  l'our  cet  ensemble, 
deux  des  points  r,,  seulement  serout  critiques  (voir  p.  86-8-), 
soit  les  pt)inls  7,0  t-f  '''ii-  Sti|)|)Osons  de  plus  que,  parlant  de  o  avec 

Fis.  5. 


la  \aleurZo,  on  décrive  (dans  le  sens  de  la  ilèche)  un  contour  fermé  F 
entourant  les  points  7)0,  v),  (Jig'.  5)  :  ce  contour  opérera  {*)  une 
permutation  unique,  savoir  la  permutation  (Zo,  Z_|  )  qu'opérerait 
un  lacet  élémentaire  décrit  autour  du  seul  point  critique  y](,.  En 
d'autres  termes,  si  nous  appelons  L  le  contour  o,  F.  o',  /,  o  (^/ig-  5) 
composé  du  contour  F  et  d'un  lacet  élémentaire  décrit  autour 
de  rjo,  nous  pouvons  affirmer  que  /a  branche  d'intégrale  Z  issue 
de  L'origine  avec  la  valeur  Zo  est  holomorplie  à  l' intérieur 
de  F. 


(')  C'est  là  une  conséquence  immédiate  des  résultais  obleiuis  page  87,  d'après 
lesquels  ■t\^  inn-innlc  Z_,  cl  Z„,  r,,  peiniule  Z„,  Z,,  clc.  Il  l\iiil.  il  esi  vrai,  pour  que 
ces  résullals  s'a|)pliqur[il  à  l'oiigine,  que  l'origine  soii  siluce  d'un  cerlain  cAlé 
de  la  droite  qui  jninl  \<i<  \\n\u\,^  orili(]ues  tj,.  Si  file  étail  de  l'autre  côté,  tous  les 
points  7);  seraifnl  criti(|ues  pour  l'ensemble  de  caractéristiques  que  nous  considé- 
rons (  p.  >i'))  ;  mais  cette  circonstance  ne  saurait  se  prcscnlcr  ici,  car  notre  ensemble 
de  caractéristiques,  étant  conforme  aux  résultats  de  la  pa^ïc  (ij,  ne  présente  pas 
de  points  critiques  à  l'extérieur  d'un  certain  cercle  c. 
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Ces  remarques  faites,  considérons  IN'qnatiori  anxili.iirr- 

(  '23  )  zz'  ^=  [i  I  —  u  }:r  -+-  ■}.  ;-t'"  J-3  -i-  i . 

OÙ  |JL  est  un  paramètre  variant  de  o  à  i.  Cette  cqualion  (•(•incide 
avec  l'équation  lao)  pour  ;^-  =  i  et  avec  l'équation  (21  )  pour  'jl^o. 
D'ailleurs  les  résultats  des  paires  ()o-()i  lui  sont  a|)|)liraljles.  l'osant 
donc 

V^{x)  =  (1  —  u.)xx  -f-  \i.X-. 

déterminons     Cjj.     par    Tégalité     P(j. (  .r  )  +  Cjj.  :^  o      qui      donne 

C^=  —  X  =  C-,  et  appelons  Zo.jji  la  valeur  à  l'origine  de  la 
caractéristique  z^^  de  (aS)  issue  de  x^  avec  la  valeur  initiale 
P[a(-^o  '  +  C{[.  Nous  savons  que  renscmhie  des  caract(''risti(|ues 
issues  de  l'origine  avec  la  valeur  Z„.a  »c  présente  aucun  point  cri- 
tique à  l'extérieur  de  deux  cercles  de  centres  ±:  /C|jl,  cercies  qui 
coïncident  cnec  les  cercles  c,,  Co  définis  page  101.  Nous  allons 
en  conclure  que  l' ensemble  des  caractéristiques  issues  de  l'ori- 
gine avec  la  valeur  initiale  Zo,(i  présente  deux  points  critiques 
et  deux  seulement  dans  le  cercle  c, . 

Partant  de  o  avec  la  valeur  Zo.a-  suivons  dans  le  sens  de  la 
flèche  {fii^.  t))  le  contour  fermé  Oa^c^a^O  composé  du  segment 
rectiligne  oa  deux  fois  parcouru  et  de  la  circonférence  c,.  Je  dis 
que  nous  nous  trouverons  o/7e/'e/'  une  permutation  unique,  c'est- 
à-dire  la  permutation  qu  opérerait  un  lacet  élémentaire  décrit 
autour  d' un  seul  point  criticjue  ■rio,|jL- 

En  edet.  donnons  à  Zo,o  (  ^  Z^  ),  dans  le  lenime  de  tout  à  l'heure, 
une  valeur  telle  ([ue  r,o  soit  intérieur  à  c,  :  d'après  ce  que  nous  avons 
vu,  la  proposition  énoncée  est  hien  \raie  pour  a  =  o.  Lorsque 
ensuite  a  croît  de  o  à  i ,  le  point  critique  71o,jjl  se  déplace  avec 
continuité  à  partir  de  7),,,  sans  sortir  d'ailleurs  du  cercler,  (puisque, 
quel  que  soit  v.,  l'ensemhle  des  caractéristiques  (pie,  ikuis  considé- 
rons ne  présente  aucun  point  ciili(pie  sur  le  (•()nt(uir  île  c,  ).  De 
plus,  7]o,[x  est  toujours  [d'aju-ès  la  Inrme  de  r<''(piatioii  (  2^^  )]  un 
point  critique  simple  île  z^.  Il  en  ré-sultc  que,  si  nous  ap[)elous  / 
un  lacet  élémentaire  issu  de  «,  et  décrit  autour  de  Tjo,^,  nous 
pourrons  (lorsque  'x  variera)  déformer  ce  lacet  avec  continuité  de 
telle  sorte  que  les  caractéristiques  qui  s'annulent  en  r,o.|jL  ne  pré- 
sentent jamais  aucun  point  criticpie  sui-  le  ((intour  de  /. 


IO| 


(Il  Al'ITUi:    III. 


\|(|iil(»ii»  ;il()r>  L  le  conlour  rt,,  C|,  a\,  /,  a,  {/(g.  O)  coinpos»'- 
du  cdiitoiii-  r,  cl  (lu  lacel  /,  ("I  considérons  dans  ce  contour  la 
branche  (rintc^ialc  (|iil.  au  pdiiil  r/,.  csl,  é^alc  à  la  <ar,i(i('Ti-;IH|ii(' 
issue  de  (  )  a\  ee  la  valeur  iiiiliale  /-io.|j..  Celte  ijranclie  ol  ludoinorphe 
dans  I.  pour  ■;.:(>.  el.  |)iiis(pielle  n  est  piinais  >iiii;ulièr('  sur  le 
coiildiir  L,  (Ile  reste  lidlomorplie  dans  L  loixpie  'J.  croît  de  o  à  i. 
(  )ii  en  eoiicliii  (pie  la  peniiiilat  ion  ()p('T(''e  par  le  conloiii-  r ,  (''cpii- 
\aut  à  la  permutation  opérée  par  le  lacel  él(''nienlaire  /. 

Imaginons  alors  (|ue  nous  décrivions  une  série  de  louis  sur  le 
contour  c,  dans  le  sens  direct  :  nous  nous  trouverons  opérer  une 
série    de    |iei-mulalions    ('-lémentaires    (une    par    loiiri    autour   des 

l-'i§.  (3. 


points  Tio,|j.,  fi\,\}.i  •  •  i  f't  ^''  aprèî'  chaque  tour,  nous  nous  rendons 
à  l'origine  le  long  du  ravon  a,o,  nous  y  obtiendrons  la  suite  des 
dclerminalions  y^i^p..  '^2,1).:  ■•••  Nous  en  concluons  immédiatement 
que  Tensemble  des  caractérislicjues  issues  de  l'origine  a\ec  la  va- 
leur initiale  Z/,  ,j.  pi'ésente  dans  r,  deux  seuls  points  crili(pies  r^/^^^ 
et  Tj(A^i ),jj.. 

Les  raisonnements  (pu  précèdent  s'aj)|)li{[uenl  au  cercle  Ci 
pour  u£i.  Nous  pourrons  faire  les  iiK'mes  sur  le  cercle  Cj,  et  nous 
aboutirons  alois  aux  conclusions  sui\antes,   où    Ton    pourra  faire 

I-^  =  •  • 

1"   L'fiisenihie  des  caractérisliqii'^s  (;)„  issues  de   V origine 

avec  la  valeur  initiale  Z^  présente  [dans  le  plan  des  x)  quatre 
points  critiifues  et  (quatre  seulement,  dont  deux  sont  à  L' inté- 
rieur de  r,  el  deux  à  l^ intérieur  de  c-î- 

2"  \  partir  de  la  \aleur  Z„.  (l(''cn\ous  dans  le  sens  de  la 
flèclie  i  /i  i; .  <>)  un  contour  lerun-,  L,,  ainsi  compos(''  :  le  seg- 
ment (></,,  le  contour  Ti,  le  segment  (tf(/j,  le  contour  c-,,  le 
segment   c/^o:  deenre  ce  (■oiil(uii'   revient   à   opérer  deux  pernmta- 
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lions  élémentaires,  la  première  auloiir  Hun  point  crilique  r,„^^^ 
silué  clans  C|,  la  seconde  Jiuloiir  (1(111  puinl  nitifpn'  r'  situé 
dans  Co.  Mais,  d'aulre  pari,  l'enseinhle  des  ciiractf-risliques  ( z)o 
pour  le(piel  les  points  -t]o.\s.-,  '%.^j.  sont  rritifpies  ne  présente  aucun 
point  sinj^ulier  (|).  loi)  à  l'ext('rieiir  ries  deux  cercles  c,,  c,  :  par 
conséquent,  décrire  le  contour  L,  ci-dc-ssus  défini  revient  à  faire 
décrire  à  x  un  tour  complet  autour  du  |»oint  x^^.  Je  dis  que 
V ensemble  des  caractéristiques  {z\\  est  holoniovphe  à  ^ infini, 
en  sorte  que  le  contour  L,  nous  ramène  à  l'oriyine  avec  z  =  V^o. 
Pour  le  vérifier  (cf.  p.  loo),  il  suffît  de  se  rappeler  que 
H{=  z  —  x"^)  tend  vers  une  valeur  finie  pour  ::  éjj;al  aux  caracté- 
ristiques (s)o  et  X  tendant  vers  Tinfini  (p.  (33)  :  d'ailleurs  (p.  60  ), 
6  satisfait  à  l'équation  différentielle 


(24)  0'  = 


6' 


si  l'on  pose  alors  a^  =  ;~',  le  théorème  de  Cauchy  montre  que  les 
intégrales  9  qui  sont  limes  au  point  :  =  o  sont  liolomorphcs  au 
voisinage  de  ce  point. 

Ainsi  le  fait  suivant  se  trouve  établi  :  la  permutation  élémen- 
taire opérée  autour  de  f^^^^  équivaut  à  la  permutation  élémen- 
taire opérée  autour  de  vio,a-  On  obtiendra,  dès  lors,  toutes  les 
déterminations  d'une  même  intégrale  z  en  tournant  autour  des 
seuls  points  critiques  ...,  ifi-i,;!,  >"io,ja5  '^i,[j.'  •••  'jue  nous  avons 
obtenus  tout  à  Tlieure.  Ces  déterminations  se  rangeant  trelle»- 
mêmes  en  série  unilinéaire,  nous  constatons  que  l'originr  est, 
pour  les  équations  (23)  et  (20),  un  point  transcendant  de 
première  espèce.  C'est  un  point  de  la  seconde  sorte  et  du  pre- 
mier type  [voir  p.  97). 


CHAPITRE  lY. 

POINTS  SINGULIERS  DE  BRIOT  ET  BOUQUET. 


Le  Chapitre  précédent  a  surtout  lait  ressortir  l'immense  multi- 
plicité (les  cas  que  l'on  aurait  à  envisager  si  Ton  tentait  une  classi- 
fication complète  des  points  singuliers  transcendants.  Ayant  jeté 
ce  coup  d'œil  d'ensemble  sur  les  routes  à  explorer,  nous  allons 
considérer,  un  moment,  une  famille  de  points  singuliers  aujourd'hui 
classiques:  les  points  jadis  étudiés  par  Briot  et  Bouquet  (').  Quelle 
est  la  place  de  ces  points  dans  notre  classification  générale?  Com- 
ment en  retrouverons-nous  les  propriétés  en  nous  plaçant  au  point 
de  vue  que  nous  avons  adopté  dans  ces  Leçons?  Si  l'on  y  regarde 
de  près,  on  s'apercevra  (pie  les  points  de  Briot  et  Bouquet  appar- 
tiennent, en  réalité,  à  des  types  très  divers,  types  qui  ne  seraient 
pas  comparables  entre  eux  si  leur  étude  n'avait  été  envisagée  d'un 
point  de  vue  très  spécial  (cf.  Introduction ,  p.  3).  \ussi  n'est-ce 
(pTiine  classe  de  ces  points  que  nous  allons  étudier,  classe  à  la 
vérité  importante. 

Considérons  l'équation  diUércntielle 

dy 
(i)  1-—-^  AsjK^-t-  Â2^--l-  A,  7-  -+-  Ao-^  A_i  j-'h-.  .  .=  o. 

é(|uation  <pii  pi  iil  encore  s  ('crire 

(vi)         r  =  3->,         22^'=  Aa-i- AoJ -)- Aj:;--!- AqC-'-i- A-i  c^-H 

Supposons  (jue  1  origine  soit  un  zéro  simple  du  coelficient  A;,, 


(  '  )  Recherches  sur  les  propriétés  des  fonctions  définies  par  des  équations 
différentielles  {Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XXI,  i856).  Les  points  de 
Briol  cl  B()U(|uel  ont  olé  étudiés  par  MM.  Poincaré,  Picard,  Autoniie,  Bendixson, 
Horn,  Dulac,  etc.  Gonsulier  à  ce  sujet  l'article  de  M.  Painicvé  dans  V Encyrln- 
pddie  der  Mat  lie  mat.   Wissensch.  :  Gewôhnliche  Differentialgleichungen.  t.  II. 
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le  second  membre  de  (2)  élanl  d'ailleurs  holomoridie  au  voisinage 
des  valeurs  o  de  x  et  ;.  Dans  ces  conflitions,  Idrigine  est,  («n  j^éné- 
ral,  un  point  singulier  1  lanscendanl  iXv^  inl<;grales  :;  [voir  \).  12). 
Nous  allons  nous  proposer  d'étudier  Tallure  de  ces  inléj^M-ales  au 
voisinage  de  :c  =  o. 
Soient 

A3  =  J7  (  a  -f-  ai  .r  -1-  aa  372  -r- . . .  ), 

A,=  P-^  j3,:r-T-.... 

Lorsque  x  et  :;  sont  tous  deux  lr«'s  petits,  les  termes  prépondé- 
rants dans  l'équation  (2)  sont  les  termes  2:;:;',  ao:,  '^z.  Or,  l'équa- 
tion limitée  à  ces  termes  se  trouve  coïncider  avec  l'équation  dont 
nous  avons  fait  une  étutle  détaillée  aux  pages  (iy  et  suivantes. 
Nous  prendrons  donc  celle  équation 

(3  )  -izz'  =  x.r  H-  3  5 

pour  |)oint  de  départ,  et,  d'après  ses  |)ro|)ri('tés,  nous  distinnueroii'^ 
a  piiori  divers  cas. 

Reportons-nous  (p.  6^)  aux  exposants 

f|ui  figurent  dans  l'expression  de  l'intégrale  générale   de  l'équa- 

lion  (3).  Nous  avons  vu  que  ces  e\|)osanls  satisfont  à  la  relation 

invariante 

I  I 

Ty  ~^  Z  ^  ~  '  ' 

il  en  résulte  que  les  parties  réelles  de  "A|  et  Ao  ne  sauraient  être 
toutes  deux  positives.  D'où  les  cas  suivants  (  '  )  (le  symiiole  A  signi- 
fiant partie  réelle)  : 

(A)  ca(Xi)>o.         Aili)  <o  : 

1"  A|  et  A2  com|)le\es;  2"  A,  et  À:»  réels  irralionuels  :  À"  ?.,  et  /.^ 
réels  rationnels. 

(B)  <!R(X|)<o,        Jl(X;)<o: 


(  ')  Il  faut  écarter  le  cas  où  l'on  aurait  a,  —  x,  X,  =  —  i;  car.  en  ce  cas.  a  serait 
nul  et  l'origine  ne  serait  plus  un  zéro  simple  de  A3. 
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i"  A,  et  Ào  complexes;  2"  A,  el  /.^  r('cls  irraliounels  :  \]°  À,  et  A-, 
réels  rationnels. 

Je  me  contenterai  d'examiner  ici  les  cas  les  plus  simples  et  les 
mieux  connus  :  ceux  où  ).,  et  X.,  sont  complexes,  el  celui  où  ces 
quaalilrs  sont  réelles  el  de  signes  contraires. 

I.    —    Valeurs  des  caractéristiques  à   l'origine. 

Pour  étudier  Técpiation  (2)  nous  aurons  recours  à  l'équation 
auxiliaire 

(4)  2cc'=aa7+  35-^  ,a[(A3— a.r)  +  (A2—  p).'  +  Aj -^ -^.  .  .  J 

qui  renferme  un  |)aiamètre  ijl  variant  de  o  à  1,  et  qui  coïncide  avec 
l'équation  (3)  pour  [jl  =  o,  avec  l'équation  (2)  pour  |j.  =:  i .  Nous 
étudierons  ('),  en  premier  lieu,  l'allure  d'une  caractéristique  aux 
environs  de  ^  =  o.  Puis  nous  déterminerons  le  mécanisme  des 
permutations  qui  s'opèrent  au  voisinage  de  l'origine,  et  nous  recon- 
naîtrons que  ce  mécanisme  est  exactement  celui  que  nous  avons 
décrit  plus  haut  aux  pages  '^4-76. 

Commençons  par  l'étude  des  caractéristiques.  Nous  savons  \voir 
l'intégrale  générale  (3)  de  la  page  74]  que,  |)our  y.  ^o,  les  deux 
caractéristiques  z  de  (3)  qui  s'annulent  en  un  point  critique  ^i 
très  voisin  de  l'origine  restent  très  petites  tout  le  long  du  rayon 
x^  o.  De  plus,  lorsque  les  parties  réelles  c'R()m)  et  A()^2)  sont  né- 
gatives, ces  deux  caracli'rislicjues  sont  diflerentes  de  o  et  holo- 
moiphes  à  l'origine;  lorsque  cR()h)  est  positif,  l'une  des  caracté- 
rislitpies  issues  de  jPi  s'annule  à  l'origine  romme  xw^^  l'autre  est 
iioii  mille  et  holomorplie.  Je  vais  établir  (pie  ces  particularités 
subsistent  quand  le  paranii'tre  >j.  varie  avec  continuité  à  partir 
fie  o. 

Pour  ').  \oisin  de  o,  les  caract(  risti(pi('s   z   issues  de  X\  resteront 


(')  C'esl  celle  étude  (|ue  nous  ;ivons  ii|)|>cli'i\  au  (^hapiln'  11,  l'.tiide  de  la 
croissance  d'une  hranclie  d'intégrale.  Il  s'agil  de  oonsidirer  les  hr.inclies  indi- 
viditellernent  avanl  de  passer  à  l'élude  de  leurs  éclianges. 
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très  peliles  au  voisinai^e  de  roriiiiiie,  (-1  il  en  sera  ainsi  lanl  (|ue 
I  u  I  îi  I ,  à  condition  que  .r,  soit  inlf-rit-ui-  ;i  un  cercle  1"  <le  centre  o 
suffisamment  petit.  En  effet,  soit  x  un  |niint  de  F  :  si,  (|uel([ue  près 
de  1  online  cpie  soit  .r,  les  car  iutcM'islKpics  considérées  avaient 
en  ./•  un  module  sii|)<'Ti('ur  à  un  noinhic  lini  li.  il  rcsullcrinl  du 
théorème  de  Cauchj  aj)pliqué  à  I  ('•(juation  (4j  'ji-ic  <^c:s  caractéris- 
tiques seraient  holomorphes  autour  de  .r  dans  un  cercle  de  rayon 
fini;  elles  ne  pourraient  donc  admettre  comme  point  ciili(|ue  un 
poinl  ./■(  aihili'airemenl  \oisin  de  roii;;iUf.  Ainsi.  !••>  Ciinictf'Tis- 
tiques  :;  sont  arbitrairement  petites  lorsque  le  rayon  de  V  est  lui- 
même  asse:;  petit;  on  peut  donc  toujours  déterminer  V  de  manière 
([ue  le  second  membre  de  (4)  converge  absolument  dans  ce  cercle 
pour  ;  éi;al  à  l'une  des  caraclérisliqucs  qui  s'annulenl  au  point  x^. 
Plaisons  le  cliani;ement  de  \arial)le  z  =■  x  y/!^  de  manière  à  mettre 
l'équation  (4j  sous  la  l'orme 


(5) 


Xl.    =  —  2  i 


v/^> 


A, 


v'r<A,-i 


Les  termes  non  écrits  fornu'ul  un  dé\  eioppement  ('j  procédant 
suivant  les  puissances  de  j:y/^=:;,  lequel  con\erge  absolument 
dans   r    pour  z   égal   aux  caractérisli(pies   que   muis   considérons. 

D'ailleurs,      ^~'^^  ^    \_ — o    ,.[  t,m>;   \^,^  termes   qui   liiiurent  dans 
X  '        ' 

les  crochets  contiennent  .r  en  laeteur.  Nous  |)ourrons  donc  tou- 
jours prendre  Tassez  petit  pour  que  les  caraeti'i  i-lupies  X,  satis- 
fassent dans  ce  cercle  à  l'inégalité 

(6)  \T-C:-^-il,-'ps/ï-:^\<\^^\f\ï\. 

t  étant  un  nombre  donné  arbitrairement  petit.  Dans  le  cas  parti- 
culier où  |l^|  serait  borné,  on  pourrait  de  plus  déterminer  le  rayon 
de  r  de  manière  que  l'on  ait  dans  ce  cercle 


^7) 


3/^- 


//  étant  un  nombre  lini  indt-pendanl  du  r.iyiui  de  Y 
Cela  posé,  soit  d'abord  AÇL^  )  <  o,  .il  [^\.A  <  o. 


(  '  )  La  somme  de  ces  leiiiie<  est  ilc  la  fin  me  :  J:  v^  ^  développemeiU  par  rapport 
aux  puissances  de  z. 
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Considérons,  sur  un  rayon  aboutissant  à  l'origine,  le  dernier  (*) 
poini  critique  J^",  présenté  par  une  caractéristique  t.  Le  long  du 
ravon  .r,o  (les  extrémités  exceptées)  les  tliéorèines  de  continuité 
sont  a|»plical)les  à  la  caractéristique  ^.  Or.  nous  savons  que,  pour 
u  =  o,  Ç  est  infini  et  méroniorphe  à  l'origine.  Je  vais  en  conclure 
qu'/7  en  est  encore  ainsi  pour  a  réel  et  voisin  de  o.  Plus  généra- 
lement, je  dis  que,  si  la  proposition  est  vraie  pour  a  <;y<i, 
elle  ne  saurait  cesser  d'être  vraie  pour  |7.  =:  |j.'. 

En  eflet,  on  suj)pose  que,  pour  [x  =  [-«.' — e  (e  arbitrairement 
petit).  la  caractéristique  t  (qui  admet  x,  comme  point  critique) 
est  infinie  à  Torigine  et  liolomorphe  au  voisinage  de  .r  =  o  le  long 
de  X,  o  ;  dès  lors  on  peut  déterminer  un  nombre  p  tel  que  Ton  ait 
sur  .r,  o,  pour  |  a?  |  <^  p  et  [J- =  ;J-', 

H  étant  un  nombre  donné  arbitrairement  grand.  Partons  d'un  point 
X  âe  x^o  où  l'on  ait  cette  inégalité  :  on  aura  sur  xo 

0  étant  arbitrairement  petit  avec  p,  et,  dans  ces  conditions,  l'iné- 
galité (6  )  donnera 


\x 


est  très 


Intégrons  entre  .2:  et  o  :  nous  obtiendrons 

j  Tlog C  ^- I«)g.r2  h' I  <  ô  Tlog  I  a:  il ^■' . 

Ov.  lors(|ue  x'  tend  vers  o  (x  restant  (îxe),     log.r- 
grand  par  rapport  à  0    log|a;|r    :  l'inégalité  obtenue  exige  donc 

que  logJ^,  et  par  suite  '^,  deviennent  infinis  à  l'origine  tandis  que  "^x 
reste  (iiii.  c.  Q.  V.  n. 

Soit  uiaintciiant  .'R(a,)  >  o,.c'R(?.2)  <  o. 

Nous  savons  que.  pour  \j.  =  o,  l'une  îles  caractcrislKpics  ^  issues 


(')  l.c  plus  ruppi'orlii'  Hc  l'<>ri);iiic. 
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de  Xf  est  infinie  à  l'origine.  La  déiiu^nslralion  |)r(''c;('(l('nlc  prou- 
vera donc  qu'il  en  esl  encore  ainsi  quand  a  croît  à  parlir  de  o. 

Considérons,  d'autre  pari,  la  caractéristique  t^  qui  p(»iir  >j.  ::=  u 
tend  vers  la  valeur  finie  (v^.  Tout  le  long  de  x,  o  celte  carac- 
téristique est  une  fonction  continue  de  [jl  au  voisinage  de  a  =  o. 
Nous  pouvons  donc  déterminer  le  rayon  de  P  et  les  nombres  p 
et  uJ  de  manière  que  pour  x'i  inh'-ricur  à  F  et  \xl'x'  (ni  ait, 
lorsque  \.r\  <C  ?? 

e  étant  un  nombre  donné  arbitrairement  nclil.  Prenant  alors  u^a', 

i  i  — i    ' 

considérons  sur  r,o  un  point  .r  arbitrairemeul  \oi>iii  di-  l'origine, 
où  î^jj.  prenne  la  valeur  ^  voisine  de  (v.^,  et  appelons  iv-  (le  long 
de  xo)  celle  des  caractéristiques  de  l'équation 

(8)  a7Ç'  =  _2;;-^  ây/Y-^a 

qui  est  égale  à  ^  au  point  .r.  Toujours  en  vertu  des  lois  de  conti- 
nuité, cette  caractéristique  iv-  à  l'origine  est  voisine  de  w'-^  ;  elle 
y  est  donc  égale  à  »'^  [puisqu'elle  ne  saurait  être  qu'infinie  ou  égale 
à  ^v'-^  (p.   io8)].  D'ailleurs,  on  aura  sur^o. 

(9)  \w—  ^'i '<-=■', 

s.'  étant  arbitrairement  petit  en  même  temps  que  £. 

Posons  maintenant  !^u^=  tv- +  8.  Nous  pourrons  remj)lacer  ^î^„ 
par  le  développement 


0 

2  IV 


02 


lequel  converge  pour  0  voisin  de  o. 

En  particulier,    nous   pourrons   toujours    prendre  s  assez    petit 
pour  que  les  inégalités  (9)  et 

(lo)  (e'<8<e 

entraînent  (  '  ) 


V  ~v.- 


0  v/£ 


(')   On  le  \éri(ie  en  dévcl<ip|>;inl,   par  iiip[iciri  ;iu\  piii>sanies  de  (  tv —  w,  ).   les 
coeflirienls 


du  tlévelnppenieiil  de  y^,.. 
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DailltMirs,  Isp.]  t"^'  |>-"'  liypDllitsc  liiii  mit  ./•,(>.  Dès  loi-s.  on 
iM'iil  .l.'Ici-mincr  le  ravoii  de  1'  <l<'  maiiirie  (|uc  1  on  ;iil  siii- .ro 
riiu'i;iilll('  (  -  ).  I-^I.  l'^ii'  cuiiscMiiMiil.  si  l'on  a  pris  x  assez  peut 
pour  (jue  hic  suit  inférieur  à  ^-)-^,  on  aiii;i  le  lon<^  Je  xo 


-r;,.  +  2r,,-fi(.v-+-— )-o(  <rV£'. 


Si.  niainleiianl.  nous   nous  rappelons  que  (V-  satisiail  à   1  é(pia- 

u 
lion  ^8  ),  que  r^=  <v-  +  0  cl  que  À,  =  —  '^.  +  ^,  nous  pourron; 

écrire  ce  résultat  sous  la  toruie 


(I') 


a-6'-X,0 


v/? 


diOx-~'^i) 


dx 


y/7|^-u+)>,)  ;. 


l/iuégaliU;  (ii)  sera  salisfiiite  le  long  de  xo  à  condilion  (|ue 
l'inégalité  (lo)  soit  elle-inèine  satisfaite  sur  ce  chemin.  Or  0  est 
nul  au  point  x.  Donc  (lo)  est  satisfaite  au  voisinage  de  x  sur  un 
certain  segment"'  de  xo.  Intégrons  l'inégalité  (i  i)  le  long  du  seg- 
ment xx' .  Tout  le  long  de  ce  segment  on  a 

w  étant  un  nombre  positif  constant.  Dès  lors,  nous  aurons,  juiisque 
A('Xi)>  o  et  ^{x)  =  o, 

I  x'->'  G  (:r'  )  1  <  ô  y/e' .  w   /       '\x  -i-»'^  (>•.)  d\x\ 
t_'i  .'1 


< 


;'i-.'ii()„) 


ciU>.,: 


Il  v^\  chiir  (pie,  si  c'  et  X  (par  suite  r')  sont  assez  pelils.  cette 
iiK'galité  entraîne,  a  fortiori,  l'inégalité  (lo).  On  est  donc  con- 
duit à  une  contradiction  ('  )  en  supposant  que  l'inégalité  (lo)  cesse 
d'ôlre  satisfaite  en  jt';  en  d'autres  termes,  les  inégalités  (lo)  et  (i  i) 
sont    \  ('■iilii'cs   loiil    le    hiiii:   de  .ro,    et   v,,  —  (V-  csl    inltiieiir  à  o  à 


(')   Uuiboiiiiciiicnl  (It'jà  employé   p.  l\>.  t\.  /jt). 
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l'origine.  Ce  résultat  est  valable  d'ailleurs,  quelque  petit  que  soit  x. 
Or,  si  nous  faisons  tendre  x  vers  o,  nous  pouvons  prendre  o 
de  plus  en  plus  petit.  Donc  "C^^  est  nécessairement  égal  à  w\ 
pour  ^  =  o, 

Cette  démonstration  établit  que,  si  l'on  a  C[j.(o)  =  w'\  pour  [J^  =  o, 
on  a  encore  celte  égalité  pour  [Ji-^JJ-'-  De  proche  en  proche,  elle 
établira  que  '^^.{o)  reste  égal  à  w'\  tant  que  jx^i.  c.  q.  f.  d. 


II.    —  Etude  du  cas  <'tl(A,  )  >  o,  ^R(À2)  <  o? 
X,   et  )v2  complexes. 

Considérons  l'ensemble  des  caractéristiques  :;  de  l'équation  (4) 
issues  de  l'origine  avec  une  valeur  initiale  a  voisine  de  o. 

Lorsque  ul=:o,  cet  ensemble  jouit  de  la  propriété  suivante, 
mise  en  lumière  par  l'analyse  de  la  page  72  :  il  ne  présente  dans 
tout  le  plan  qu'w/i  point  critique  J7,,  d'autant  plus  rapproché  de 
l'origine  que  a  est  plus  petit. 

Les  lois  de  continuité,  applicables  partout  sauf  au  voisinage  de 
l'infini  ('),  montrent  que  la  propriété  subsiste  pour  p.  voisin  de  o. 
On  peut  donc  trouver  un  cercle  F  de  centre  ^  =  o  et  des  nombres 
[jL,,  rt,  tels  que,  pour  |a|-<|J<.)  et  |«|<<«n  r ensemble  des  ca- 
ractéristiques issues  de  l'origine  avec  la  valeur  initiale  a  ne 
présente  qu' un  point  critique  dans  le  cercle  F. 

Traçons  un  cercle  y  concentrique  à  F,  contenu  dans  F,  mais 
contenant  J7,.  Soient,  d'autre  part,  x  un  point  fixe  et  ;  la  valeur 
en  X  de  l'une  quelconque  des  deux  caractéristiques  issues  du 
point  Xi  avec  la  valeur  critique  o.  Nous  allons  chercher  une 
expression  analytique  qui  représente  ~  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  les  cercles  y  et  F.  (iNous  prendrons  F  assez  petit  (-) 
pour  (pie  le  second  membre  de  l'équation  (5)  converge  absolu- 
ment en  un  point  (pielcontpie  x  du  cercle  F  pour  z  =::  z  et  |  u  |  ^  i .) 

Nous  remarquerons   d'abord  que,   si   Ui    et  |x,  |  sont  sullisaui- 


(')   Il  n'y  a  pas  à  s'occuper  de  l'orij;ine,    puisque  les   caracléristi(|aes  considé- 
rées y  sont  lioloniorplies  (si  a  n'est  pas  mil). 

(-)  Cela  est  toujours  possible  d'après  les  remarques  de  la  page  109. 
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iiinil  |iclil>.  1(1  valeur  iniliiilc  r  sera  {pour  \'j.\  <  [J-i  )  /rrs  vo/sine 
(le  IV. ~.  Reportons-nous,  en  ellel,  à  l'intégrale  (3)  de  la  page  70, 
(|iii  nest  autre  que  l'intégrale  générale  de  (4)  pour  u.  =  o.  Afin 
d'ohtenir  des  earactéristiques  qui  présentent  des  points  critiques 
;iil)ilr;uirni('nl  près  de  Torigine,  il  f';uil,  dans  cette  intégrale, 
donner  à  la  constante  C  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes;  or, 
Tégalité  (.'))  de  la  page  70  montre  que,  lorsque  |C|  croît  indé- 
liniinent,  (v  tend  \ers  n\.  (jucl  que  soit^. 

Donnant  alors  à  \[x\  une  valeur  (pielconque  inférieure:  à  ;j.,, 
|)rcnons  TiMpialion  (5)  et  faisons-y 

!^  =  M^l  -+-  ». 

l-'n  d('\<l(i|»|)anl  s^''^,  par  ra|)|)orl  aux  puissances  de  u  et  nous  rap- 
pelant la  valeur  de  A27  nous  mettrons  l'équation  (5)  sous  la  forme 

(12)  xu'  =  Xo  u  -i-  CidX  H-  e.>o^--+-  exixu  -1-  ^02  «^ -+-•••  •. 

les  e  étant  des  coefficients  que  nous  nous  dispenserons  de  calcu- 
ler. Appelons  a  la  \aleur  initiale  (voisine  de  zéro)  m  =  ^  —  w'I- 

Le  second  mend)re  de  (12)  converge  alisolumcnl  pour  u  voisin  de 
zéro  et  pour  x  intérieur  au  cercle  T;  il  converge,  par  consécjuent, 

liour  X  et  u  voisins  de  x  et  u. 

Cela  posé,  introduisons  l'équation  auxiliaire 

ho)  .ru  =  X.,?/  ^  v[<;,oa7  -h  e-iox"--^..  .], 

où  V  est  un  parauiclre  que  nous  ferons  varier  de  o  à  i. 

Le  coellicient  dillérenliel  a'  est  une  fonction  holoniurplie  des 
trois  \arial)les  .r,  //,  v,  pour  //  Noisin  de  u^  et  pour  x  voisin  de  o 
cl  ./■  \u\\\^  lion  nul.  iJans  ces  conditions,  les  théorèmes  de  conti- 
nuil«';  permettent  de  développer  par  rap|)orl  aux  puissances  de  v 
(autoui-  «le  Tcn-igine,  sinon  en  son  voisinage  iuiuiédiat)  1  intégrale// 
de(i.i)  <pii  est  égale  à  u  au  point  x.  Cette  intégrale  sera  de  la 
foruH- 

(  I .'1  )  «  =  ai  V  -i-  it-i  V-  -h ... , 

«•I  Ifs  cocKicicnls  //  1  voir  p.   <\-  )   seront   déterminés   par  les  cqua- 
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lions  diirérciilielles  lin('';iires 

XU\   =  X2  «1  -t-  tfllIlCS  (Ml  j-,  x"^^    ..., 
xu„  =  \iU',-r-  tcMiiiL's  en  xa\,  J'-ii,,   .... 

('5)        {     ;    , 

xu-^  =  h-iUz  -T-  Iciiiii's  en  «j,  x ui,   .  .  .  ,  xu^,   .  •  .  , 

les   seconds    njcinl)!*'»  de   ces   équations   étant,   par  rapport  à   Wj, 
«2?  •  •  •  1  *l<'^  polynômes  dont  les  coeKieients  sont  convergents  tant 
que  le  second  membre  de  (12)  est  lui-même  convergent. 
La  première  équation  (t5)  admet  l'intégrale  générale 

//,  =  A.r'j-f-  j"  [  /,,|-T-  /il  .7"  -f-  .  .  .]  (h  constanle  arbitraire  ), 

la   fonction  entre  crochets  étant  lioloinorplic  (  '  )  dans  le  cercle  F. 
Portant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  (1  5),  nous  obtien- 
drons l'intégrale  générale 

ll^  étant  une  constante  arbitraire  et  les  fonctions  entre  crochets 
étant  holomorphes  dans  F.  Mais  nous  avons  le  droit  de  supposer 
que  h^  est  nul,  de  même  que  toutes  les  constantes  arbitraires  qui 
rigurent  dans  les  développements  de  «3,  «4,  etc.  En  effet,  il  est 
clair  (pi'il  nous  suffit  de  conserver  dans  l'expression  générale  (i4) 
de  liutégrale  u  une  seule  constante  arbitraire  Ji\  cette  constante 
sera  déterminée  de  manière  que  u  prenne  une  valeur  initiale 
donnée  (-)  n  en  un  point  donné  x.  En  poursuivant  alors  notre 
calcul,  nous  véi'itierons  sans  peine  (pu-  ^/:i  est  de  la  forme 

«3=3'^[/3o-l-/3iJ"-i--  ..]-^-r-hx'^-^[l'.iQ-^l\^x-^.  ..l-;-j7A2.r2>-i [/;„-+-.  .  .], 

et,  d'une  manière  génc'-ialc,  tpie  iih  est  de  la  forme 

«/,  =  .rA|//,o-,-.  .  .]-|-^A-iA.r>4/,.,  -^.  .  .]^-...^xli''    '.r  /.    <  >.  [/^.';-»>  +  .  .  .  ], 

les  fonctions  enire  cro(diets  étant  liolmiKirplies  dans  F. 

(  '  j  Le  calcul  qui  donne  l'inlégrale  générale  de  la  première  équation  (ij) 
montre  en  elTet  que  la  fonction  /,,,-t- /,,a; -h. . .  converge  autour  de  >r  =  o,  dans 
le  cercle  où  le  second  membre  de  l'équation  est  lui-même  convergent.  De  même 
|)lus  bas  pour  les  diverses  fonctions  qui  sont  eynrc  crochets  dans  l'expression 
de  u^. 

(•)  La  valeur  de  x'-^,  et  par  snile  celle  de /(.  ne  si-ra  délerininée  qu'a  un  mul- 
tiple de  2e-"'^i  près,  l'our  la  déterminer  tout  à  fait,  wmi-^  supposerons  que  dans 
x''i=  e\^°«-'  on  prenne  pour  logj;  la  déterminaticiu  de  |ilii-;  petit  module. 


I  iC  CIIAIMTHK    IV. 

iJoimoiis  eu   j)ailiciili('r  à   ::  ou  à   //    1   =~ iv:,  |    une    \al('ur 

rt'-noiulanl  aux  coudiUuiis  cnoiicces  page  ii3,  en  sorle  (|iie  1  en- 
semble des  caractéristiques  issues  de  a?  avec  la  valeur  //  ne  [jrésente 
aucun  iKiint  (1111(^10  dans  la  couronne  circulaire  ^  linulce  par  les 
cercles  v  et  F.  Alors,  daprès  les  lois  de  continuité,  le  développe- 
ment (i4)  reste  absolument  convergent  dans  la  couronne  1,  cpiel 
que  soit  v  entre  o  et  i .  On  en  conclut  que  ce  développement  est 
une  fonction  holomorphe  des  trois  variables  v,  a?,  hx^^  pour  |  v  |  ^  i , 
X  situé  dans  F,  et  1  hx^'- 1  inférieur  à  un  certain  nombre  t.  En  par- 
ticulier, pour  v^  I ,  la  branche  d'intégrale  définie  par  la  valeur 
initiale  u  est  développable,  dans  la  couronne  S,  par  rapport 
aux  puissances  de  x  et  lix^--. 

Lorsque  h  prend  la  valeur  particulière  o,  le  développement  (i4) 
converge  dans  tout  le  cercle  F,  et  représente  une  intégrale  parti- 
culière U  qui  est  nulle  à  l'origine  et  holomorphe  dans  F.  Nous 
appellerons  Z,  (=:r  y/^v^  +  U)  l'intégrale  correspondante  (nulle  et 
liolomorpbe  à  l'origine)  de  l'équation  (4). 

Soit  maintenant  h  dillerent  de  o.  Lorsque  .r,  dans  la  couronne  }C, 
décrit  un  lour  autour  de  l'origine,  hx'--  change  de  valeur  :  plus 
précisément,  la  constante  h  est  multlj)liée  ])ar  e*-'"';.  Sup|)osons, 
pour  fixer  les  idées,  que  le  coelTicient  de  i  dans  ),o  sent  |)Ositif,  et 
Idiiinons  dans  le  sens  direct  :  alors,  àcluupie  loui',  le  module  de  // 
décroît,  et  le  développement  (i4)  ne  cesse  pas  d'être  convergent. 
D'ailleurs,  lorsque  x  tourne  ainsi  indéfiniment  autour  du  cercle  y, 
h  tendant  vers  o,  la  valeur  z  de  z  au  point  x  tend  vers  la  va- 
leur 7^^[x)  que  prend  en  x  V  intégrale  particulière  Z.,. 

Nous  avons  établi  ces  divers  résultais  en  donnant  à  |  tj.  |  une  va- 
leur comprise  entre  o  et  [JL|.  Avant  d'aller  plus  loin,  monti'ons  que 
ces  résultats  resteront  valcd)les  tant  </ue  |  u.  |  ^  i . 

Soil  /un  iiondtic  tel  (pic  u  |  donn(''  par  le  développement  (i 4)] 
soil  iwu'  buiction  iiomoioipbe  de  X,  hx'--^  jj.  et  v  pour  |  J7 1  << /', 
I  hx':  I  <  /■,  I  'i.  I  <  ;j.,   et  I  V  I  <  v'<  I .  Il  est  clair  (  '  )  (pic,  /•  restant 


(')  I^c.'S  pariiinèlres  [j.  et  v  jcjiiciil  ici  le  iiii'miic  tnlr,  cl  imiis  ;iurioiis  \i\\  mms 
<'<»iileiilcr  (l'introiliiire  iiii  de  ces  pariiiiiclres  ;iu  lieu  ilc  deux;  in;iis  il  est  cominode 
de  s(;  servir  tuiilùl  de  l'un,  laiilôl  de  l'uulre,  sui\aul  les  besuiiis  du  calcul. 
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fixe,  u-i  pourra  cire  piis  d  adlanl  plus  ^jjrand  (pic  v'  sci'a  |)liis  pelil. 
D'ailleurs,  lorsque  la  liinilc;  a,  Leudra  \crs  i,  la  liiiiilc  v'  lendra 
vers  une  limite  diflérenle  de  zéro  (  '  )  •"  on  peut  doiK;  trouver  un 
nombre  v,  tel  cpic  ii  soit  liolomorphe  poui-  |  ./•  |  << /'.  \  /ix'>\  <i  /', 
Lu|<i  ct|v|<v,. 

Reportons-nous  alors  à  Texpression  de  u/ç  (  j).  i  i  5  )  et  appelons  M^ 
la  plus  grande  valeur  prise,  pour  ]  J7 1  <;  /•,  par  l'expression 

>=0O 

Puisque  u  estholomorplie,  la  sommedes  modulesdes  termesienor, 
h^i  et  v)  du  développement  (i4)  est  convergente  dans  les  limites 
que  nous  nous  sommes  assignées  ;  nous  sommes  donc  assurés  que  la 

série    7   ]M/,(/"v,)''  est  une  série  convergente  :  nous  en  concluons 

/.  =  ! 

(pie  /e  développement  {\^\)  reste  convergent  tant  (jue  |v|^i, 
|x|  <;'v,,  \hx'".\  <  /-v,. 

Convenons  en  particulier  de  toujours  prendre  |)our  valeur 
(le  c''-'"''  celle  qui  correspond  à  la  plus  petite  détermination  du 
logarithme.  Alors,  nous  aurons  ce  résultat  :    pourvu   (jue  11  sorr 

ASSEZ  PETIT,  OiV  PEUT  DÉTERMIJVER  DES  NOMBRES  /"'  ET  /•"(/•' <</'"  ^ /') 
TELS  QUE  (olELS  QUE  SOIENT  [  jJ.  |  ET  |  V  |  COMPRIS  ENTRE  O  ET  I)  JLE 
DÉVELOPPEMENT  (l4)  HEPKÉSEVTE  UNE  FONCTION  MOEOMORPIIE  DE  X 
ET  II  X'".  POUi;   /■'  <  I  .r  1  <  /•"    ET    I  /i  I  <  H. 

Partons  mainleuant  du  j)oint  J7  (/*'<C  1  ■'^"  1  <^  ''"j  'A'<ec  une  \  aleiir  ini- 
tiale (  -  )  u  assez  voisine  de  \Ji{x)  pour  que  la  \aleiir  correspondante 
de  h  ail  un  oukIiiIc  inférieur  à  H;  j)uis  tournons  indéliniment 
aiiloui-  de  rorigine  dans  la  couronne  de  centre  o  où  /■'<;  |  a-  |  -<  /•". 
Si  nous  tournons  dans  un  sens  convenable  k  décroît  indélinimenl 
(p.  1  i());  donc  le  dé\  el()|ipenieiil  <  1  |)  ne  cesse  pas  de  coii\erger, 
et  z  tend  vers  l' intégrale  particulière  Z,. 


(')  Pour  V  =  o,  les  inléi^i-alos  u  de  (  i  >  )  ne  présenleiU  aucun  point  ciilique  en 
dehors  de  rori{;ine  et  de  I  inlini.  Il  est  donc  impossible  i|ue  le  dé\e!oppenieiit  {\!\) 
cesse  de  converger  pour  v  ^  0,  |  j;  )  ^  ;■,  |  Itx'-i  |  ^  /•. 

(  -  )  Cette  valeur  est  déterminée  univoquemenl  d'.i|)rès  hi  note  2  de  la  |)age  iiô  ;  en 
particuliei',  à  la  valeur  u  de   L(^-)  correspoiiil  la  seule  valeur  o  de  A. 


n8  CIIAIMTHK    IV. 

Les  caraclcrislicjues  issues  de  ./•  a\ec  la  valrm-  a  ne  |»(ii\eiit  par 
hvpolhèse  présenter  des  points  crilitiues  de  module  lulVi  icm-  à  /  " 
si  ce  n'est  à  l'intérieur  du  cerele  Y'  de  centre  <>  cl  de  ray(»u  /•'. 
Coniljien  en  présentent-elles? 

Donnons-nous  à  TorigiMe  une  valtnir  iiiitialc  a  noisiiic  de  o.  à 
laquelle  nous  Icrons  correspondre  (comme  nous  Taxons  e\|)lH|uc 
page  I  i3)  des  valeurs  déterminées  ^,  a  de  c  et  ii  au  points-,  et, 
|)ar  suite,  une  valeur  déterminée  de  li.  l^our  cpie  h  soit  nul.  il  faudra 
que  a  soit  nul  également;  déterminons  alors,  autour  de  a  =  o, 
une  régidu  A  telle  (ju  à  une  \aleur  de  a  située  dans  A  corresponde 
une  valeur  de  h  de  module  inférieur  à  H.  Lorsque  a  \ariera  dans  A, 
les  valeurs  correspondantes  de  s,  m,  h  engendreront  des  fonctions 
continues  de  a.  D'ailleurs,  ces  fonctions  seront  uniformes  :  eu 
ellet,  quel  cpie  soit  a  dans  A,  x  sera,  nous  lavons  vu.  un  point 
dlioloiiiorpliisme  pour  l'intégrale  z  égale  à  ;  au  point  x\  il  ne 
pourra  donc  pas  arriver  que  deux  déterminations  de  z{<i  )  \ieunent 
se  confondre. 

Cela  dit,  considérons  l'ensemble  des  caractéristiques  issues  de 
l'origine  avec  une  valeur  a  située  dans  A.  iJ'après  ce  que  nous 
avons  vu  page  ii3,  on  [xtuira  toujours  trouver  un  nombre  a,  tel 
que.  pour  u.  réel  et  inlV'rieur  à  [jl,  ,  l'ensemble  considiré  ne  pré- 
sente (pi////  point  ciiticpie  dans  le  cercle  F'  de  centre  o  et  de 
rayon  /'  [et  par  conséquent,  dans  le  cercle  concentrique  Y"  de 
rajon  /",  puisque  le  déve]oppement(i4)  est,  par  hypotlièse,  ho- 
lomor|)l)e  entre  F' et  f"].  Supposons  alors  que  pour  !J-=|J|.i  cet  en- 
sembb'  pi(''senle  plusieurs  points  criti(pi(!>  dans  1'  :  il  laudra, 
d"a|)iès  les  lois  de  continuité,  que  pour  pL=(jt.,  il  ait  des  points 
criti(pies  sur  Ir  contour  même  de  1'',  par  conséqiu^nt,  que  pour 
u=u,  —  £  il  ail  (b's  points  criticpies  situés  entre  Y'  et  I  "  et  \oisins 
du  cont(Mir  de  1"'.  Cette  cir<;onstance  ne  se  présentant  pas,  nous 
pousons  (utnclure  que,  quel  que  soit  u.  entre  o  et  i.  l'cuscnible 
des  caracléristuiups  issues  de  l'origine  (H'ec  une  Videur  initiale 
(I  siturc  dans  A  ne  présrutc  (ju'un  /loiiil  vritnjnf  diins  !'. 

.)iis(pi  ici,  le  mécanisme  des  [)ermutations  opc-n'-es  au  \oisinage 
d(!  l'origine  est  le  même  pour  r('(piatioii  rc'duite  (3)  t-l  pour 
r(''(piali(»n  (:k).  (Vile  siuiililude  \  a  se  lllalll^e^le|•  encore  dans  I  l'tudc 
(lue  nous  ;dl(iiis  laire  de>  |)eiiii  u  ta  t  ion>  opérées  d  irc(l('nn'nl  autour 
de  1  oii^ine. 
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Prenant  ijl  quelconque  enlre  u  et  1,  reporlnn^-iioiis  de  n<.u\i;m 
à  l'équation  (5)  et  posons 

:;  =  «i  -+- 1 

de  manière  à  niellre  l'i^qualion  (5)  sous  la  furuic 

(17)  xt'  =\it  -{-  di^)X  -+-  dnt^x'^^  du^l'  -^  </o2'--^- 

11  résulte  du  paraj^raplic  précédent  (p.  1  i)i  ([uc  lune  des  carac- 
téristiques l  issues  d'un  point  critique  x^  voisin  de  u  est  nulle 
à  l'origine  (pétant  égala  w']).  Nous  allons  étudier  celte  caracté- 
ristique t. 

Prenons  un  point  ./•  sur  .r|0  et  soit  l  la  valeur  en  x  (valeur  voi- 
sine  de  o)    de   la  caractérisli([uo    /.    Je   dis    que  l'easemulk  des 

CARACTÉmSTIQLES  ISSUES  UE  X  AVE(  I  \  VALEUR  I.NUriALE  l  EST 
REPRÉSEINTABLE  AU  VOISIJNAGE  T)E  l'orIGIAE  PAR  Uî<  DÉVELOPPEMENT 
PROCÉDANT     SUIVANT     LES     PUISSANCES      ENTlîîRES     DE     X     ET     DE     C  X''^ 

(c  étant  une  constante  arbitraire). 

Considérons,  en  effet,  l'équation  auxiliaii-e 

(18)  xt'  —\it-^v\di^)X  -^.  ..], 

où  V  est  un  paramètre  variant  de  o  à  i.  et  éludions  l'ensemble  des 
caractéristiques  issues  de  x  avec  une  valeur  initiale  t  voisine  de  o. 
Pour  V  =  o,  cet  ensemble  ne  présente  aucun  point  critique,  l'ori- 
gine exceptée.  Dès  lors,  pour  v  voisin  de  o,  il  n'aura  aucun  point 
critique  dans  une  couronne  circulaire  de  centre  o  (soil  lorstjue 
2)  <  I  -2^  I  -<  p'n  pi  étant  arbitrairement  petit  si  |  v  |  est  inférieur  à 
un  nombre  V(  assez  petit. 

Procédant  alors  comme  à  la  page  114.  nous  pourrons  repré- 
senter l'ensemble  des  caractéristicjues  /  |)ar  un  d('\elop|»euu'iil 

absolument  convergent  pour  |  v  [  <<  v, .  p,  -<  |  o:  j  <  p', .  D'ailleurs, 
les  tk  (p.  110,  éq.  1  5)  sont  des  polynômes  en  cx'^  [c  constante 
arbitraire  déterminée  (')  par  la  valeur  initiale  /]  dont  les  coeffi- 

(')  Voir  page  ii5,  note  i.  La  valeur  de  c  sera  entièrement  détcriniiiée  en 
fonction  de  la  valeur  initiale  t  si  nous  convenons  de  prenilrc  (au  puiiit  x)  dans 
a;^i  =  e^'^s-i  la  plus  petite  détermination  du  logaritlune. 


rUAl'ITRK    IV 


rii'iits  sonl  dos  fonctions,  liolonior|)lies  dans  F,  nulles  pour  x  =  o. 
Je  dis  que  le  dé\elo|)peinenl  (i())  (converyenl  pour  p,  <^  |  jr  |  <  z\) 
convergera  a  fortiori  pour  \x\<i^i'  Traçons,  en  cU'el,  le 
cercle  v,  de  centre  o  et  de  rayon  p,  ;  menons  une  coupure  suivant 
un  rayon  de  ce  cercle;  puis,  p;ulaul  du  contour  de  y,  avec  la 
détermination  (19),  faisons  mouvoir  x  dans  y,  sans  franchir  la 
coui)ure.    Dans    ces    conditions,   considrions  la    vanalioii   cie    la 

/,  =n 
somme  V  |/av^],  et  appelons  N  la  plus  grande  valeur  prise  par 

/ -1 
cette  somme  sur  le  contour  de  y,.  S'il  arrisail  (juen  cerlains  points 
de  V,  la  somme  2  fût  supérieure  à  2N  par  exemple,  il  existerait 
nécessairement  à  l'intérieur  de  y,  un  contour  fermé,  ne  renfer- 
mant pas  l'origine,  sur  lequel  S  sei-ait  compris  entre  N  et  2N,  et 
tians  lequel  S  dépasserait  2N.  Mais  cela  est  impossible,  car,  en  ce 
cas,  S  deviendrait  infini  dans  y,,  ce  qui  n"a  j);is  lieu.  [I  s"annule  à 
lorigine,  puisque  A(A,)>o.]  Donc  S  est  inférieur  à  2]\  dans 
tout  y,,   et,    puisque  N  reste  fini  quand  n  croit  indéfiniment,  la 

somme   7]  est  convergente  pour  |^1  <C  pi,  |v  |^v,.  On  en  conclut 

<|uc  le  développement  (19)  est  une  fonction  holomorphe  des 
trois  variables  v,  x  etcx'^  pour  |  v  |  f^v,,  \x\<C.  p,  et  |  cx^-^  \  infé- 
rieur à  un  certain  nombre  1. 

Appelons  en  particulier  ,v  le  plus  petit  des  deux  nombres  p',  eto-. 
En  procédant  exactement  comme  à  la  page  1  17,  nous  démontre- 
rons que  le  développement  (19)  restera  convergent  tant  que 
I V  I  ^  I ,  pourvu  que  [  x  ]  «<  5v, ,  |  cx'-^  \  <;  .çv, . 

Cela  dit,  partons,  avec  une  \aleur  initiale  ^,  d'un  point  fixe  x 
intérieur  au  cercle  F,  de  centre  o  et  de  rayon^v,,  et  supposons  \x\ 
cl  I  /  I  assez  petits  pour  que  la  valeur  de  c  définie  par  ces  condi- 
tions initiales  satisfasse  à  l'inégalité  (' )  |  CJ^"^'>  [  <[  5V| .  Lorsque  x 
di'cril  dans  le  cercle  F,  un  tour  complet  autour  de  l'origine,  la 
coii>i;iiiic  c  est  iiiiilli|)li(''('  piii-  e~-"^'i.  Su|)|)()sons.  poiii-  fixer  les 
idées,  que  le  coeflicienl  de  i  dans  À|  soit  positif.  Alors,  lorsque 
nous  tournons  indéfiniment  autour  de  l'origine  dans  le  sens  direct, 


(  '  )  Lu  \aleur  de  œ'\  «ilanl  (ixée  i);ir  lu  mile  préct'-dctite. 
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c  tend  vers  o  ;  dans  ces  conditions,  le  développomenl  (' 1 9)  ne  cesse 
pas  de  converger,  et  t  tend  vers  l'intégrale  parliculicn'  T  obtenue 
en  faisant  c  =  o  dans  (19).  Cette  intégrale  est  liolonioijjlie  dans 
tout  le  cercle  F,  :  nous  appellerons  Z  V intégrale  correspon- 
dante de  l'équation  (4)  en  z. 

Qu'arriverait-il  si  nous  tournions,  au  contraire,  autour  de  1  (mI- 
gine  dans  le  sens  indirect?  La  constante  c  augmenterait  alors 
indéfiniment,  et  il  serait  aisé  de  vérifier  que  le  cercle  de  conver- 
gence du  dé\eloppement  (19)  tendrait  vers  o.  Si  nous  continuions 
à  tourner  indéfiniment,  nous  obtiendrions  des  caractéristiques  z 
présentant  des  points  critiques  de  plus  en  plus  rapprocbés  de  l'ori- 
gine et  convergeant,  par  suite,  vers  l'intégrale  particulière  Z,, 
ainsi  que  nous  l'avons  expliqué  plus  haut. 

Nous  pouvons  résumer  en  deux  lignes  l'ensemble  des  conclu- 
sions de  ce  paragraphe  :  le  mécanisme  des  permutations  qui 
s'opèrent  au  voisinage  de  Vorigine  pour  une  intégrale  de 
V équation  (4)  est  exactement  le  mécanisme  décrit  à  la 
page  72.  Soit  X  un  point  arbitrairement  rapproché  de  l'origine. 
Nous  constatons  que  l'ensemble  des  déterminations  obtenues  au 
point  X  peut  èlre  représenté  par  le  Tableau  suivant  {')  '• 


•  •  J  -3-1  ; 

-zol 

z 

/\ 

/\ 

/ 

/       \ 

/       \ 

/ 

X- 

1.1,     •••.    3C-. 

i,A-,; 

^u.i,  •  •  •  ; 

^1,1. 

■= 

zz. 

;r 

c= 

Z-\ 

;,U     ■  ■  •-    ■=-! 

i.A-.; 

-0,1,   •  •  •  ; 

•^1,1' 

La  première  ligne  contient  les  déterminations  qui  s'annulent 
pour  X  r:r  o  et  se  permutent  autour  de  l'origine.  La  dernière  ligne 
Contient  les  déterminations  qui  ne  s'annulent  pas  pour  x  =^  o.  De 
plus,  chaque  déternuniUion  Zjj^  se  permute  a\ec  la  détermina- 
tion Zj  correspondante  autour  du  |)oinl  <  rilKjue  x^j.  inscrit  au- 
dessus  d'elle  dans  la  seconde  ligne.  Si  nous  nous  référons  alors 
aux   df'finitioiis   de    la   page   96,    nous    pouvons    dire    que,    j)i)ur 

(')   Lorsque  \\\  |)ailie   réelle   tle  t— est   comprise  entre  i    cl   J,    il    correspond   à 
ciiaque  délerininalion  z  une  détermination  z  au  plus  (c/.  p.  71-73). 
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réqualion  (4),  l'oiu«;ink  est  un  point  tuansck.ndant  djs  l'UEaiiiiUE 

KSl'iiCE,     T)E    LA     PUEMlÈRE    SORTE    ET    l)i;     SECOJVD    TYPE.       ,     ,,  ' 


III.  —  Étude  du  cas  A  (À,)  >  o,  AÇk^)  <  o,  A,  eL  /■:>  rétds. 

I);ins  riivpothèse  où  ).,  et  A^  soûl  r('els,  il  convient  de  dislin- 
i,uier  deux  cas  suivant  (|ue  ces  quanlilés  sont,  irrationnelles  ou 
rationnelles. 

En  |)reuiier  lieu,  supposons  A,  cl  Ào  imilioniwU.  Ions  les 
calculs  que  nous  avons  faits  au  paragraphe  précédent  subsistent 
alors  sans  niodilicalions.  Mais  lune  des  conséquences  principales 
que  nous  avions  tirées  de  ces  calculs  se  trouve  être  en  délaut  : 
Les  intégrales  ô,  développables  par  rapport  aux  puissances  de  x 
et  cx'<  et  par  rapport  aux  puissances  de  x  et  /ix^--,  ne  tendent 
plus  vers  les  intégrales  particulières  Z  et  1^.  En  efi'et,  pour  A, 
et  Àj  réels  irrationnels,  les  expressions  e-*"^'',  e-^''^^--  (où  Teulier  k 
prend  des  valeurs  de  plus  eu  plus  grandes)  conservent  des  nu)dules 
constants,  tandis  que  leurs  arguments  tendent  vers  toutes  les 
valeurs  réelles. 

Prenons  alors  un  point  fixe  x  voisin  de  o  et  une  valeur  de  c 
telle  que  le  développement 

(•20j  Z'SLaj  j-xJ  (cx^i)i' 

de  z  par  rapport  aux  puissances  de  x  et  cx^^  soit  absolument  con- 
vergent pour  |.r|£!|;r|.  Puis  considérons  dans  le  plan  des  ;  les 
points  de  la  courbe  représentée  par  l'égalité 

(v.i  )  zÇi:)  =  X^/-/yy'ïy'(|  C  le'wl^p'')'' 

l(»rs(|u'on  fait  varier  (o  de  o  à  27ï  par  valeurs  réelles.  Le  déselop- 
pement  (21),  restant  absolument  <"onvei'gent  pour  les  valeurs  con- 
sid('T(''es  de  to.  est  une  lonction  unifoiiue  de  celle  quantité.  Il 
l'cpiocnle  donc,  dans  le  |)lau  des  z^  une  courbe  Icrnu'-e  entou- 
rant   :;  =  o  ;  et,   lorsque  x^  sur   le  coin  toi  u    ni    c.kik  le  .r=:|jr|, 

roiliVE  INnÉKINL\IE.\T  AUTOl'R  \^V.  l'oKKWM'..  LA  UKIERM  l  N  ATIO.N 
IMIIALE  z(x)  SE  l'i;il\I  l  IL  AVEC  UNE  INEINITÉ  HE  MÉTEUMINX- 
TIO.NS    C,  (./;),    Col./'),     ...     QUI     (;0.\  VICRC.ENT     Vi:US      TOUS     LES     POINTS 
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DK  CETTE  cOLiiiiK  !■  i:kmi':k  (  2  1  ).  Si  ciisuile  nous  faisons  croître  jci, 
nous  ohliemln iris  une  série  de  coui'hes  (2  i  )  s'eriilioîliml  les  unesdan.»» 
les  autres  et  se  rapprochant  de  plus  en  plus  de  Toiii^int;  :  à  cha- 
cune de  ces  courhes  correspondra  une  branche  d  inléj;rale  dillé- 
rente;  pour  c  =  o,  nous  retomberions  sur  linlégrale  particu- 
lière Z. 

On  déduirait  aisément  de  là  que  les  points  criticpies  xj  dune 
inté<;ralc  :;,  situés  (au  voisinage  de  l'origine)  sur  les  caractéiis- 
tiques  issues  de  a?  avec  les  déteniiinalions  zj(x),  ne  convergent 
plus  vers  a.- =  o  comuie  il  arrivait  au  paragraphe  précédent  :  ces 
points  critiques  convergent  vers  tous  les  points  d'une  petite 
courbe  fermée  entourant  l'origine. 

Nous  n'insisterons  pas  sur  ce  cas,  qui  nous  met  en  |)résence  de 
circonstances  toutes  nouvelles;  car  nous  avons  toujours  admis 
jusqu'ici  que  les  points  critiques  d'une  même  branche  d'intégrale 
convergeaient  vers  un  point-limite  unique. 

Supposons  maintenant  que  ).,  et  Ao  soient  rationnels  et  repor- 
tons-nous à  l'équation  (17)  de  la  page  1 19, 

(17)  z  =  x\/vi>\^t,  :rt' =\it  ^  diox -h.  .  .. 

équation  cpii  nous  a  permis  d'étudier  les  caractéristicpies  :;  nulles 
à  l'origine.  Nous  examinerons  seulement  le  cas  oii  A,  :=  i  :  on 
n'aura  pas  de  peine  à  traiter  de  la  même  manièi-e  le  cas  général; 
d'ailleurs,  il  serait  aisé  de  vérifier  (')  qu'il  existe  toujours  un 
changement  de  \ariables  rationnel  permettant  de  transl'oruier  une 
équation  (i-j)  où  A,  est  réel  rationnel  en  une  écpialiou  <  1 7  ) 
où  A,  :^  1 .  Soit  donc  A(=  i  et  : 

Premièrement  :   <:/,„=  o.  —  Je  dis  que  l'l<,)Uatio-> 

(  22  )  Xt'  =  t  -h  dl«  X"^  -r-  d\\Tt  -^  rfo2  t--i-.  .  . 

ADMET  U]NE  lIVriMTÉ  DE  CAUACTÉHISTIOI  ES  -NLLLES  ET  HOLOMOKl'UES 
A   l'origine    ET    FONCTIONS    HOLOMORPHES    d'uN    PARAMÈTRE    C. 


(  ')   Voir  les  Ouvrages  cités  page  loti,  noie  i. 


\j\  CHAP1TRI-:    IV. 

lui  fH'ct,  clicrclions  à  satisfaire  à  léqualiou  {'-i'-i)  t'ii  posant 
(  iî  )  /  =  Y,  1  j-  -i-  r,.>  j-- -H . . . . 

Nous   \éririons   inmiédialcnicnl  que  r, ,    reste  arbitraire  et  que 
les  coelTieienls  r^.,,  y\-i,  ■■  ■  sont  déteiiniués  par  les  égalités 

•>,  r,2  =  T,2  -+-  d-20  -+-  ('l  1  '^i  I  -i-  ^02  '11, 

3y,3=  r,3-i- lonclion  dr  t,,.  r,., 


Ainsi,  nous  pouvons  déterminer  formellenienl  le  développe- 
ment (23)  lorsque  nous  nous  donnons  une  valeur  arbitraire  de  t,,. 
Je  dis  que,  (juel  que  soit  yi,,  ce  développement  est  une  lonction 
liolomorplie  de  x  et  r|,  au  voisinage  de  x  =  o.  En  clï'et,  suj)po- 
sons  le  développement  (^3)  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
de  X  et  der^x  :  nous  n  avons  qu'à  reproduire  lextuelleincnt  la 
déinunslration  des  pages  i  i(j-i2u  pour  constater  que  le  dévelop- 
jjement  [2.3)  est  convergent  pour  |  ^  |  et  |'<r,,j;|  inférieurs  à  un 
certain  nombre  a.  On  voit  ainsi  que,  dans  les  conditions  où  nous 
sommes  ()lacés,  Vorigiue  n  est  plus  un  point  singulier  trans- 
cendant pour  l'équation  [:\). 

Les  branches  d  intégrales  nulles  à  l'origine  sont,  disons-nous, 
fonctions  iiolomorphes  d'un  paramètre  'f[^.  Au  lieu  du  coelli- 
cienl  Y,,,  on  [)ourrait,  si  l'on  \oiilait,  prendre  comme  paramètre 
la  valeur  C  prise  par  les  branches  considérées  en  un  point  fixe 
voisin  de  l'origine. 

Soit  maintenant  : 

Deuxièmement  :  f/, ^^  o.  —  Je  dis  que  i/kqlaxiOx\ 

(24)  xt' ^^  t -\- d^tiX -{- d^x^-^  .  . . 

A1)\II;T  UXK  lAFlMTÉ  DE  UUA.NCIIKS  1)' llNTl':<;U  A  LES  NILEES  A  l.OKl- 
i.WV.  ET  nÉVELOPPABLES,  AU  VOISINAfiE  DE  LOllIKlAE,  l'Ail  RAPPORT 
ALX     l'L  ISSAINCES    IlE    X    ET     DE     r/,  „  .-?•  log^T. 

(  .(iD>i(l(''i(tiis,  comme  nous  en  avons  j)iis  I  liabiludc,  léipialion 
aiixdiaire 

(.iâ)  xt' =  t -\-^(di^x -^  .  . .). 

Nous    savons    (pir    I  cn-^cniblr    des    (•;iracl('ri>li(pics   /    issues    d'un 


POINTS   SINGUMKHS    UE    BIIIOT    KT    BOIOIKT.  Im5 

j)<)int  X   Noisin  de  l'origine  avec    une    valeur  t  voisine   de   o  esl 
re[)résenlable  par  un  dévelopix-iiicul  de  la  l'orme 

(•2()j  t  =    ti'/  ~   t2-)--h  .  .  . 

absolument  convergent  pour  |v|  <  v,,  p,  <  \x\  <  p\  {voir  |).   i  M)  ). 
D'ailleurs,  les   ti^  sont  déterminés  {cf.    p.   i  i .")  )  par  les  écpiiitious 

linéaires 

xt\^t\-\-  diocc  -h  dn)X--^ . . ., 

a?/;,  =  ^,-1- termes  en  .rf,,  x-t^,    ..., 


et  l'on  en  déduit  {cf.  p.  i  i , >  )  (pie  les  t/(  sont  de  la  forme 

/[  =  f/io  J"  loga:-  +  a7(c  -f-  /,i  :f  -+-.  .  .)         (c  =  const.  arbilraire), 
t2  =  x(dtox\oy;x)  {l'.,Q-{-  r.^iX  -^  . .  .)  -t-  x-(  ioo-h  I21X  -h.  .  .)^ 

1 

(/,=  x'^{ho-i-..  .)  -^  xf^^^idioxlogxji/'^^-i-  ..  .)—... 

Dans  ces  développements,  les  coeflicients  /  dépendent  de  la 
constante  arbitraire  c.  Convenons,  en  pjirtictdier,  d(;  prendre 
comme  valeur  initiale  de  logx'  la  plus  petite  détermination  de  ce 
logarithme.  Alors  la  valeur  de  c  sera  entièrement  déterminée  par 
la  valeur  iniale  t. 

Les  tondions  t/f  sannulent  toutes  à  l'origine.  On  en  déduit, 
comme  à  la  page  120,  (|ue  le  développement  (26)  (convergent 
pour  p,  <;  I  j;  I -<  p', ,  lorsque  la  valeui-  initiale  t  est  assez  petite) 
converge,  a  fortiori,  poui*  |x|^pi.  Donc  le  dévelop|)etnent  {26) 
est  une  touction  liolomor[)lie  des  trois  \ariables  v,  .v  et  r/,o.r  loii\r 
pour  |v|:i|;v,,  \x\  et  |c^io^logj7|  inférieurs  à  un  certain  nombre  /•. 

Appelons  alors  M/,  la  plus  grande  valeur  prise  pour  |a;|<;/'( 
par  l'expression 

/  =  « 

^\h,:rJ\-^y^\r,,xJ\+...^y^\n';-'^xJ\. 

7  =  0 
En  raisonnant  comme  à  la  page  1  17,  nous  constatons  cpie  la  série 

^  i\lA(/"V|  )^  est  une  série  convergente,  et  nous  en  couilumi-^  ipie 


19.6  CIIAIMTRE    IV. 

le  (lévelojjjx'nipnl  hA\)  reste  rotncrf^ent  tant  (/ne  |v|^  i ,  |:r|-</'v,, 
\diQx\o^x\<ir-^\.  La  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 
Si  maintenant,  j)artant  du  point  x  avec  la  valeur  initiale  /,  nous 
décrivons  une  série  de  tours  autour  de  l'origine,  logx  prend, 
après  cliatnic  loiir,  une  \al<'ui"  nouvelle,  ot  nous  obtenons  ainsi 
en  X  une  iulinilé  de  déterminations  qui  se  permutent  directement 
entre  elles  aiilnur  de  rorii;ine. 


IV.  —   Élude  du  cas  a.(X,)<o,   c'a(Â2)<o, 
À,   et  ).o  complexes. 

Nous  allons  examiner  rapidement  ce  cas  à  titre  de  dernier 
exemple. 

Considérons  l'ensemble  des  caractéristiques  z  de  l'équation  (4) 
issues  de  l'origine  avec  une  valeur  initiale  a  voisine  de  o.  Lorsque 
•jL  =  o,  cet  ensemble  jouit  de  la  propriété  sunante  mise  en  lumière 
par  l'analyse  de  la  page  'yo;  il  ne  présente  dans  tout  le  j)lan  que 
deux  points  critiques  ^,,  x-i,  d'autant  plus  rapprorbés  de  lorigine 
que  a  est  plus  petit.  Dès  lors,  en  vertu  des  lois  de  continuité 
{comparez  p.  1 13),  on  peut  trouver  un  cercle  F  de  centre  jc  =  o 
et  des  nombres  [jl,  ,  a^  tels  que,  pour  |  [ji  |  <;  a,  et  |  a  |  <;  «i ,  V en- 
semble des  caractéristiques  de  (4)  issues  de  V origine  avec  la 
valeur  initiale  a  ne  présente  que  deux  points  critiques  j^i,  x-i 
dans  le  cercle  F. 

Traçons  un  cercle  y,  concentrique  à  F,  contenu  dans  F,  mais 
contenant  x,  et  x.i-  Nous  nous  j)roposerons  de  trouver  une 
expression  analyliipie  qui  représente,  pour  les  \aleiirs  de  x  com- 
prises entre  y  et  F,  l'une  ou  l'autre  des  tieux  caractéristiques 
issues  de  ./■,  avec  la  valeur  critique  o. 

lii'iiiiii  (|iions  d  abord  que,  si  a  =  o  et  si  |  ./■,  |  csl  très  petit,  l'une 
des  cara(léristi<|ues  considérées  est  très  voisine  de  iï',a;  entre  y 
et  F,  tandis  que  l'autre  est  très  voisine  de  \v.>x.  En  eflet,  pour  les 
earactérisli(jues  qui  présentent  des  points  critiques  arbitrairement 
|»rrs  (b;  r<»rigiue,  la  ccnistante  C  de  la  page  6!S  est  arbitrairement 
i;r.indc:  i»r-  I  (''i;alit(;  (3)  de  la  page  68  montre  qu(i,  b)is(pie  |C|  croît 
ludcliiiiMMiil,   une  caiactérislicpie  w  issue  de  .r,   a\ec  la  valeur  o 
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lend  (en  un  point  (]iielcon(|ii(*  j^' ),  soil  vers  (v,,  soil  vers  (t\.  De 
cette  remarque  il   im'siiIi»;,   par  eoutinuilé,  que,  si  a,  nt  |^i|  sont 

sujjflsainnient  petits,  les  valeurs  initiales  \z.,  z)  au  point  x  des 
deux  caractéiistiques  que  nous  étudions  sont  respectiKcnient 
voisines  de  w^x  et  w^Jo. 

Consulc'rons,  par  t^xenqjlc,  la  seconde  earacU'ristlque  et  posons 

{■!-])  !;  =  ^  =  tv|-H  a. 

Tous  les  résultats  obtenus  aux  pages  i  i4-i  iH  sul)sisteroi)t  ici  sans 
modifications.  L  équation  (4)  se  transforme  en  l'équation  (12)  et 
la  branche  d'intégrale  u  de  cette  dernière  équation,  qui  prend  au 
point  X  une  valeui-  initiale  //  voisine  de  zéro,  est  développable 
(dans  une  couronne  circulaire)  par  rapjjort  aux  puissances  de  x 
et  de  hx''  [dévelr)ppement  (i4}]-  l*lns  précisément,  on  peut  déter- 
miner un  nombre  II  et  des  nombres  r\r"  [inférieurs  au  rayon 
de  T)  tels  que  [quel  que  soit  |  u.  |  compris  entre  o  et  i)  le  dévelop- 
pement (i4)  {où  Von  fait  y  ^\)  représente  une  fonction  liolo- 
morphe  de  x  et  hx^^  pour  r'  <:i\x\<^  r"  et  |  A  |  <<  H. 

Lorsque  h  n'est  pas  nul,  les  caractéristiques  z  définies  par  le 
développement  (i4)  sont  dillerentes  de  zéro  à  l'origine.  Mais, 
pour  h  =  o,  nous  obtenons  une  intégrale  U  à  laquelle  correspond 
une  intégrale  particulière  Z,  de  V équation  (4),  nulle  et  holo- 
morplie  à  l'origine.  D'ailleurs,  lorsque  \li\  tend  verso,  la  limite 
inférieure  r'  de  la  couronne  circulaire  où  converge  le  développe- 
ment (i4)  tend  évidemment  vers  o;  on  voit  ainsi  (jue,  pour  /t=:o, 
les  points  criticjues  situés  sur  les  caractéristiques  Z,  (issues  de  o 
avec  la  valeur  o)  viennent  se  confondre  en  ./=  o.  Si  maintenant, 
partant  de  x{r' <i  \x\<^r")  avec  une  valeur  initiale  u  voisine  (') 
de  U(.r),  nous  tournons  indéfiniment  dans  un  sens  convenable 
sur  la  circonférence  de  centre  o  et  de  ravon  |./|.  nous  obtenons 
au  point  x  une  infinité  de  dél^'iiniiiatiuns  nouvelles  qui  convergent 
vers  Z,  (  X  )  {cf.  p.  117)- 


(')   Celle   liypoltièse   revient   à   siippriser  que   le   poinl    critique    x^   (  doù    nous 
sommes  partis  à  la  p.  126)  est  suffisamment  voisin  de  l'origine. 


19.8  riiAiMiui:  IV.  —  points  singimeks  uv.  iihiot  i:t  hoiqiet. 

Oïl  ohliomlrail  des  résiillals  ana!u<;iios  pour  la  picniiî're  carac- 
l(''risli(jiio  X;  issue  du  point  Xi  avec  la  \aleur  o.  Posant  '^  =  ivy -(-  l, 
on  trou\eiail  <pie  cette  corfietéz-isti^/uc  (ou  la  cara(l<''risli(pic  t 
correspondante)  est  déieloppable  (dans  une  couronne  circulaire 
de  centre  O)  par  rapport  aux  puissances  de  x  et  cx^'  [dévelop- 
pement (19),  où  l'on  fait  v  =  i].  Pour  c  =  o,  le  développement 
oltlcnu  donne  une  int(\<;rale  T  à  laquelle  correspond  une  seconde 
intégrale  particulière  Z,  de  lécpiation  (4)  nulle  et  lioloinorplic  à 
Torigine.  Si,  d'autre  part,  à  partir  d'une  valeur  initiale  t  de  t 
voisine  de  T(.r),  on  tourne  indéfiniment  dans  un  sens  con\e- 
nahle  sur  la  circonférence  de  centre  o  et  de  rayon  \x  |,  un  obtient 
au  point  .r  une  nou\clle  infinité  de  déterminations  (pii  convergent 
vers  'L[x). 

Une  fois  obtenus  les  développements  (i4)  et  (19)  (où  l  on  fuit 
v  =  i),  nous  reviendrons  aux  points  critiques  présentés  dans  le 
cercle  F  de  centre  o  par  1  ensemble  des  caractéristiques  z  issues 
de  l'origine  avec  une  valeur  initiale  a  voisine  de  o.  Nous  avons  vu 
(p.  i2()j  que  ces  points  critiques  sont  au  nombre  de  deux  lorsque 
le  paramètre  jjl  est  inférieur  à  un  certain  nombre  [Jl,.  En  raison- 
nant comme  à  la  page  1 1-,  nous  démontrerons  que,  quel  que  soit 
<j.  entre  o  et  i ,  le  nombre  de  ces  points  critiques  est  toujours  2 
à  condition  que  a  soit  intérieur  à  une  certaine  aire  A  entou- 
rant a  :=  o. 

Cela  dit,  il  nous  sera  facile  de  déterminer  le  mécanisme  des 
permutations  qui  s'opèrent  au  voisinage  de  l'origine  pour  une 
brandie  d'intégrale  z.  Ce  mécanisme  est  exactement  celui  (jui  a 
été  décrit  aux  pages  68-'^o.  Soit  x  un  point  voisin  de  o.  Les 
délerniinations  de  c  obtenues  en  ce  point  loriiienl  une  série  uni- 
linéaire 

et  à  cliatpie  d('tfniiination  Zj  corres|)ond('nt  deux  points  ciilnpies 
Xj_\^  j' I  <|ui  le  periiiiitent  iespe<ii\ement  a\ec  :;/  (  et  c/^i.  iMous 
en   (oiK  liions   (voir    |).    y5)   (pie,    dans    les    conditions    ou    nous 

>oliillns  |)|;H;t''S,  i.'oiue.lNK  KST,  l'OllR  i/k(^)1  ATION  (4  \  l' ^  lOINT 
1  ltA.\S(.KM)A.NT    l)K    l' It  1  ;M  I  i.K  K     KSI'iXK,    DE     LA     l'KI.  MIKIVK     SOUI'K    Kr    1)1' 

l'iiKM  ii.K    rv  im:. 
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RKI.VTIONS  KNTHK  I.KS  SIN(;i LAKITÉS  TIUNSCKNDWTRS 
1)1  NIi  .MIvMI-:  ÉQUATION. 


Je  ne  puis  consacrer  ([lu;  (Hielqiies  pages  à  ce  problème,  qui 
cependani ,  dans  une  étude  plus  complète,  devrait  occuper  une  place 
pré|)()n(lérantc.  Va\  eilet,  si  nous  vouions  rester  (idèles  aux  prin- 
cipes forinuh's  dans  Tlntroduction  de  ce  Livre,  nous  ne  <le\ons 
pas  nous  contenter  d'étudier  les  intégrales  d'une  équation  au  voi- 
sinage d'une  singularil(''  transcendante  isolée  (quelle  <|uc  soit 
l'extension  donnée  à  ce  voisinage,  dans  lequel  nous  avons  (compris 
un  ensemble  infini  de  points  critiques  algébriques).  Il  nous  faut 
étudier  les  intégrales  dans  tout  le  plan  et,  avant  tout,  nous 
demander  si  les  ensembles  de  permutations  opérées  au  voisinage 
des  diverses  singularités  transcendantes  dune  même  équation  sont 
des  ensembles  indépendants  ou,  au  contraire,  des  ensembles  liés 
par  certaines  relations. 

Voulant  arriver  tout  de  suite  à  des  résultats  précis,  je  me  con- 
tenterai d'examiner  un  tyj)e  d'équation  particulier,  l'érjualion 

(I)  .^.y4-A,^2_^  A,.r'  =  o, 

où  A;,  est  un  poljnomr  clc,  degré  deux. 

On  se  rappelle  qu'au  Cliapitre  II  nous  avons  l'ait  une  étutle  spé- 
ciale de  l'équation  (  i)  au  point  île  \ue  de  la  croissance  de  ses  inté- 
grales, et  que  nous  a\ons  été  conduits  à  distinguer  deux  cas  sui\ant 
que  les  degrés  m,  et  /;/;,  de  A.j  et  A3  satisfont  à  l'une  ou  à  l'autre 
des  deux  inégalités  ///;i  >  2 /;?;.,  +  1 ,  w^  <;  2 /?/. -r  i .  Or,  précisé- 
ment, \\  va  se  IrouNcr  (|ue  la  dislinclioa  de  ces  deux  cas,  suggérée 
par  des  considérations  d  un  onlre  t(jut  dillércnt,  a  une  importance 
capitale  dans  notre  problème  actuel.  Tandis  (j ne  pour  m.2~o  les 
singularités  Iranscendantes  de  l'équation  (T)  {où  m,-=z  •?.)  sont 
B.  o 
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liées  entre  elles  par  une  relation  invariante,  ces  singularités 
sont  indépendantes  lorsque  //«o>  o. 

J.   —  IJécjuation  '■>- y  -\- y-  -r-  (ix{x  —  3t).>^  =  o. 

I",n  premier  lieu,  faisons  dans  l'équation  (i) //i2=o  avec  ni^^'i. 
\i\\  t'Ii'ocluant  ;ui  besoin  un  chanj^emenl  de  variables  de  la  forme 

(.r,  .7-  -f-  const.),  (y,  y  x  const.  ), 

nous  ramènerons  l'équalion  (^i)  à  la  forme 

{•i)  -ly' ^ y--i- ax{x  —  ■x)y^^o 

ou 

(3)  y  —  z-^,         wzz'^z-^ax^T  —  a). 

Nous  allons  nous  demander  de  quelle  nature  sont  les  singula- 
rités transcendantes  de  l'équation  (3)  suivant  les  valeurs  de  a  et  a. 

Appelons  À,,  À'.,  et  À',,  A.^  les  quantités  A,,  Ao  qui,  d'après  le 
Cbapilre  IV  (p.  107),  sont  respectivement  associées  aux  singula- 
rités o  et  a,  et  cberchons  à  calculer  ces  quantités. 

Pour  calculer  a',  et  A.,  on  doit  prendre  les  racines  (v,   et  i^o  de 

l'équation 

—  >.  w-  -\-  iv  —  a'x  ^  o, 

puis  poser 

A ,  =  —  -x  -\ ,  A .,  =  —  2  H 

Il  en  résulte  que  a',  et  ")!.,  sont  les  racines  de  Téquation 

4  rt  a  (  X  -i-  •>.  )-  —  '.4  (  X  -(-  2  )  -+-  -2  =  o 
ou 

(  4  )  4  «  2X-  -4-  (  1 6 a  3t  —  '2 )  X  -4-  1 6 rt  a  —  ■>.  =  o. 

On  véiifierail  de  même  que  )>ï  et  )/.,  sont  les  racines  de 

(  5  )  4<^  ^À^-f-  (iGaa  -4-  ■2)X  4-  !()«  a  -+-  2  =  o. 

Si  nuu->  «oinparons  maintenant  les  équations  ^\)  et  ^^j),  nou^ 
oblonoiiM  lo  rchiliuns 

(6)  x;  x;  -4-  X",  x;  =  8,      x;  +  x;  +  X",  +  X';  =  —  », 
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relations  irwaridntes  <pd  expriment  la  dépendance  récipro<pie 
des  deux  singularités  transcendantes  x  ^  o  et  x  =  0.. 

De  ces  relations  (G)  nous  allons  déduire  diverses  conséquences, 
el  tout  d'abord  celle-ci  :  des  deux  points  singuliers  o  et  a,  l'un 
au  moins  est  un  point  indirectement  critique. 

Pour  établir  ce  |)oint,  je  montrerai  que  si  l'on  a  t'R.(Â,  )  >■  o,  et, 
par  suite  (p.  107),  <'il(X'^)  <  o,  on  a  nécessairement  <:R.( A, )<!  o, 

;r(à:)<o. 

Vériilons-le  j)our  À',.  Nous  savons  que 

j_         I    _  I  I    _ 

Rem|daçons  alors,  dans  ((5),  ).!,  et  )..,  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion de  À,,  a'Î  :  nous  obtenons 


aV^ 


-     =    H  ou  —    À',    r-^- V[    .-;; —     =     6, 


€t  nous  vérifions  aiséuienl  qu'il  est  impossible  (|ue  cette  égalité 
soit  satisfaite  si  les  j)arlies  réelles  de  À',  et  À,  sont  toutes  deux  po- 
sitives. Nous  en  concluons  que  l'un  au  moins  des  deux  points  o 
et  a  est  indirectement  critique  ('). 

11  y  aurait  un  intérêt  particulier  à  savoir  déterminer  toutes  les 
équations  «(3)  telles  que  les  quantités  V,,  X!,,  X",,  ).',  correspondant 
à  ces  équations  soient  réelles  et  rationnelles.  C'est  en  ce  cas,  en 
efî'et,  que  les  singularités  transcendantes  sont  susceptibles  de  se 
réduire  à  des  singularités  algébriques  ou  à  des  points  dholomor- 
phisme.  Voyons  comment  se  posera  le  problème  : 

Il  est  clair  que  les  quantités  k  seront  rationnelles  en  même  temps 
que  les  racines  de  r<'(|ualion  en  \v  correspondantes.  Or  ces  racines 
seront  : 

Pour  la  siiii^ularité  x  =  o. 

Pour  la  sin''ularité  j:-  =  a.    . 

4 

Pour  cpie  ces  quatre  racines  soient  ralioniiclles,  il  faut  et  il  suffit 


(')  il    ne  saurait,   par   suite,   y  avoir  à    dist.inre   (iule   plus   d'un    point   où    se 
coupent  une  infinité  d'intégrales  de  (3). 


I    -  V    1 

—  Sa:L 

1 

v  =  ^'^ 

-     S  (7  2 
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que  les  quantités  (i  —  8<7a)  et  (i  +  Sax)  soient  toutes  deux  des 
carrés  do  nombres  rationnels.  Déterminer  ay.  de  manière  à  satis- 
faire aux  conditions  voulues  revient  (\onc  à  t/oine/-  c/eux  nombres 
rationnels  carrés  dont  la  sonuue  soit  2. 

C'est  là  un  prohlème  connu,  (jui  admet  une  infinité  de  solutions. 
Considérons    Tune    quclcon(]ue    de    ces    solutions.    Par    exemple, 

prenons  pour\aleurs  de  1  —  8^/ a  cl  i  +  8«a  les  deux  carrés  -^  et  ^ 

<lont  la  somme  est  2.  Nous  devons,  pour  cela,  faire  ax  égal  à  —  ; 

nous  donnerons,  par  excu)|>le.  à  a  la  \aleur  3  et  à  «  la  \aleur  -r> 
Alors  ré([uation  (3)  de\iendra 

■IZZ'—Z-^. r-?(^ —  3), 

•23 

équation    qui    se    transformera    par    le    changement   de    variable 

(-  f  )  «" 

(7)  2ZZ' =  ')Z  -^  x(x —  3). 

Pour   cette   équation,    les    ([uanlilés    que   nous    avons  appelées^ 
respecli\cuient  n,,  iv'a,  À|,  ^^  sont  à  l'origine 

il'l  =   1  .  Wo  :=        >  Al  =     -  »  A2  =  —    7,  • 

2  2  3 


'     II,     nous    ramènerons 


l^osaul    z  =  a:\^/\  -h  t    et    c  =  .i"!/, 

(p.  ii4  et  iiq)  l'étude  des   intégrales   de   (7),   qui   sont   nulles  à 
l'origine,  à  l'élude  des  deux   é(jualions 


1 

xi   =         t 


,  I 

X  U    —  -    £<  -4-  J"  -f 


II  V  a  nue  iulinité  d  inh'grales  nulles  à  I  origine,  lesquelles 
admettent  l'origine  comme  point  c/  itiqiie  ali^cbriijac  permutant 
deux  iléterminations. 

Au  point  .f  =  3  (point  indireclemcnl  ci  ilique),  les  quantités  n,. 
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w-'a,  ). I ,  Aj  sont 

«^,=   3.  1^2=  —        >  /■!  =  —    ,'^.  '  ^2  =  —  7- 

•'.  1) 

On  prévoit  que  Icqualion  [-  j  jouit  de  |)ru|)riélés  remarquables. 
Mais  de  ces  propriétés  mêmes  nous  allons  déduire  rpie  I  é<|ua- 
tion  (7)  est  intégrable,  en  sorte  qu'elh'  ne  définit  pas  de  transcen- 
dantes nouvelles. 

Je  dis  dabord  (|ue  Téquation  (7)  admet  deux  intégrales  particu- 
lières algébri({ues.  En  ellel,  si  l'on  pose  x  =:;'-,  l'équation  (7) 
devient 

équation  qui  est  vérifiée  si  Ton  fait 

(9)  .^  =  P  =  ^_  ^2  (f  +  /3),         .^  =  P,  =  Zli  i.(ï  _  /î). 

\/3  V' 3 

De  Texistence  de  ces  deux  intégrales  nous  déduirons  (i  priori 
que  l'on  peut  faire  un  changement  de  variable 

(H  et  G  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ç)  tel  que  la  fonction 
multiforme  \  àe  v  soit  une  fonction  à  [loints  critiques  fixes.  iJéter- 
minons,  en  elTel,  la  variable  v  de  manière  que,  pour  z  égal  à  l'une 
des  intégrales  polynomales  (9),  t'  soit  égal  à  une  constante,  ce  qui 
revient  à  déterminer  H  et  G  par  les  deux  égalités 

H  F'  +  G  =  c, 
HP,^  G  =  c,. 

La  fonction  c  se  Iroiivc  satislair*-  à  une  éipiation  dillérentielle 

de  la   forme  -nr  =  fonction  lationnolle  de  ç  et  c. 

Dès  lors,  pour  (|ue  la  fonction  ;  de  c  eût  des  points  critiques 
mobiles,  il  faudrait  qu'il  existât  des  intégrales  :;  qui.  |)our  des  va- 
leurs mobiles  de  t',  satisfissent  à  l'égalitt' 

(10)  ^  =  H'5-^G-t-H$  =0, 
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en  même  leinps  d'ailleurs  (jirà  Ir^aliU'  (8).  Mais  les  équations  (8) 
et  (io\  considérées  comme  système  d'é'fpintions  linf'-aires  simulta- 
nées déterminant  ;;   et  -^,   nadmcLUul  (iiic  deux  solutions.   Kt. 

puisque  nous  connaissons  déjà  les  solutions  z^V,  ;=:P,  (corres- 
pondant aux  valeurs  fixes  c  et  r,  de  v  ).  nous  pouxDus  allirmer 
qu'il  n'y  en  a  pas  d'aulies.  Ainsi  la  fonction  ^{v)  est  nne  fonction 
à  points  critiques  fixes  :  par  suile.  l'éqnalion  dilVérentielle  qui  la 
délinit  est  nécessairement  une  ('(piiition  linéaire  ou  une  équation 
de  Riccati  {^voni parer  la  démonstration  de  la  page  11), 

Pratiquement,  pour  transformer  l'équation  (8)  en  une  équation 
à  points  critiques  fixes,  il  sufliia  de  poser 


On  trouvera  tpie  \  est  défini  en  fonction  de  i'  par  l'équation  dif- 
férentielle liiK-aire 


dv        St-Cc  — -2)  sj^v[^v  —  -i) 

('•qualion  (pii  donne  c  par  l'inNcrsion  d'une  inléi;rale  abélienne. 

Avant  daller  plus  loin  faisons  quehpies  remar([ues  sur  les 
branches  d'intégrales  de  ré<{ualion  (8)  voisines  de  P  et  P,. 

entourons  le  point  ç  =  \/3  d'un  petit  cercle  y  (ne  contenant 
pas  l'origine j,  puis  plaçons-nous  en  un  point  ç  du  contour  de  ce 
cercle  et  posons 

v/3 

.le  dis  que.  si  h  est  suffisamment  voisin  de  Ôq,  une  caractéris- 
tique quelconque  de  (8)  issue  de  \  avec  la  valeur  initiale  h 
n'admet,  en  dehors  du  cercle  v,  aucun  point  critique  à  dis- 
tance finie. 

Va\  cllcl.  d  après  les  lois  de  coni  inuilt'.  rcns<'mM('  i\v>  cai'acté- 
ristupics  •■•>;alcs  à  h  au  point  ;  est.  pour  h  voisin  de  />„,  une  fonc- 
I.K)n  liolomorplie  de  h  en  tout  |toinl  du  plan  des  ;.  excepté 
f)eiil-élre    au    voisinage    des   [)oints    ^=0,   ^  =  y  .S    (pu    annulent 
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l'inlég^rale  polynoiiiale  P,  (pour  la(jtielle  h  =  6,,  ).  Mais  nous  savons 
(p.  102)  que  l'équation  (8)  possède  une  infinité  de  hrauclies  d  in- 
tégrales qui  sont  toutes  nulles  et  holomorplies  à  Torigine  (').  Ces 
branches  sont  fonctions  liolouiorphes  d'un  certain  paramètre  G 
(^cf.  p.  124);  je  supposerai  c[ue  Ton  ait  pris  comme  paramètre  G 
la  valeur  des  branches  d'intégrales  en  un  point  fixe  ;',  voisin  de 
l'origine,  situé  par  exemple  sur  le  segment  ço  (on  choisira  ç  de 
manière  que  ço  ne  traverse  pas  le  cercle  "'  décrit  autour  du 
point  >J1>  ).  Si  nous  appelons  alors  Go  la  valeur  P,  (  ;'  ),  les  caracté- 
ristiques issues  de  \'  avec  des  valeurs  C  voisines  de  Go  seront 
toutes  nulles  et  holomorphes  à  l'origine.  Considérons  maintenant 
les  caractéristiques  issues  de  ^  avec  la  valeur  initiale  ^'  En  un 
point  quelconque  de  ço,  ces  caractéristiques  surit  fonctions  nolo- 
morphes  de  b  pour  b  voisin  de  b^.  Donc  G  est  fonction  holomorphe 
de  b  pour  b  voisin  de  />o  5  donc,  encore,  les  caractéristiques  dont 
la  valeur  initiale  b  est  suffisamment  voisine  de  b^  prennent  en  ;o 
une  valeur  voisine  de  Go  et  sont  nulles  et  holomorphes  à  l  ori- 
gine. On  en  conclut  cpie  l'ensemble  des  caractéristiques  issues 
de  i  avec  la  valeur  b  ne  présente  pas  de  point  crititpie  au  voi- 
sinage de  l'origine,  mais  seulement  dans  le  cercle  y. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  une  importante  propriété  de 
l'équation  générale  {?■>).  Nous  écrirons  cette  équation  sous  la 
forme 

(II)  2_f    =:5f^/3+o5«£3(^2_a), 

après  avoir  efîectué  les  changements  de  variables  (;,  z  ).  ^  =  ç-. 

Faisons  varier  a\ec  continuité  les  paramètres  a  et  a.  de  telle 
manière  que  l'origine  continue  à  être  un  |)oiiit  directement  cri- 
tique [pour  lequel  ^fl  (  A,  '  >  ^']i  tandis  que  les  points  ;  =  lir  \  v. 
ne  cessent  pas  d'être  des  points  indirectement  critiques. 

L'équalion  (i  1)  admet,  comme  on  sait  (p.   ia--i>8  1,  deux  inté- 


(')  Si  l\)ii  fiiil  X  =  ^',  ces  branches  sont  données  par  réquiitimi  en  l 


|3G  CllM'ITUK    V. 

gralcs  nulles  el  liolomorplie.s  au  point  iiiilireclemenl  criticjiie 
Ç  ziz  y/a.  De  ces  deux  intégrales,  l'une,  Z,(,  est  très  voisine  de  l\ 
lors(|ue  o  el  a  sont  resperlivement  très  voisins  de  o,o4  el  3.  Sui- 
\Ttns  ct'llc  intégrale  Z,  le  long  d'un  rayon  quelconcjue  issu  du 
point  \  y.  :  nous  obtenons  un  ensemble  de  caractéristiques  (Z,) 
(pii  ne  sauraient  (si  a  et  a  sont  suffisamment  voisins  de  o,oo4  el  3) 
présenter  des  points  critiques  ailleurs  qu'au  voisinage  de  Torigine; 
je  disque  cel  ensemble  nddmet  comme  jyoint  critiriue  que  Vori- 
Sine  elle-même^. 

\i\\  eflet,  nous  savons  (p.  \\\))  que  l'équation  (iii  a  une  infi- 
nité de  caractéristiques  (:;)  nulles  à  l'origine,  fonctions  liolo- 
nmrplies  de  .v  et  de  la  quantité  cx'-^.  Ces  caractéristiques  { z) 
(  l()rs(|ue  \c\  est  assez  petit)  ne  [présentent  aucun  point  critique 
autre  que  l'origine  dans  un  cercle  o  de  centre  .r  =  o  ;  elles  sont 
par  suite  (d"a|)rès  les  lois  de  continuité)  fonctions  holomorphes 
de  (i  el  a  en  tout  [)oint  de  o  (l'origine  exceptée).  Soit,  d'autre 
part,  C  la  valeur  d'une  caracléi'istique  (3)  en  un  point  ç'  intérieur 
à  0;  la  constante  que  nous  appelons  c  se  trouve  être  fonction 
continue  el  uniforme  de  G  [voir  p.  i  h),  note  i).  Posons,  dès  lors, 
Co=Pi(ç')  :  les  caractéristiques  (;)  sont,  dans  le  cercle  0,  des 
fonctions  continues  des  trois  variables  C,  it^  a  pour  C,  rr,  a  res- 
peclivemenl  voisins  de  C,,,  o,o4  et  3. 

Soit  maintenant  Z,  la  valeur  en  ç'  de  la  caractéristique  Z,  sui\ie 
le  long  du  segment  \/a;'.  Pour  a  el  a  voisins  de  0,04  et  3,  Z,  est 
voisin  de  C,,.  Donc  la  caractéristique  issue  de  ^'  avec  la  valeur  Z,, 
et  sui\  ie  le  long  de  ç'o,  est  une  des  carac'téristiques  que  nous  aNons 
appelées  (z).  En  d'autres  termes,  l'ertsemble  des  caractéris- 
tiques (Z,")  |)résente  à  l'origine  un  point  tlirectrnwn I  critique 
isolé,  ainsi  (pie  nous  l'avions  annoncé. 

I^a  (b'monstralion  qu'on  vient  de  lire  suj)j:)0se  ci  cl  -j.  \oisins 
de  ().(»4  el  3,  soit  |  ti  —  0,04  1  <<  7  et  |  a  —  3  |  •<  a"i .  Mais,  une  fois  ce 
n'siiltat  obtenu,  nous  |)ouvons  répéter  la  même  déinonslration  i  '  )  ;iii 


(')  Suit  a,,  a,  u.i  sysiètne  de  valeurs  a  el  i  pour  lequel  la  proposition  soil 
il<;iiioulrce,  el  suil  l{,  riiilcj,'rale  Z,  correspoiuiaule.  Il  MilTira  de  faire  C„  =  H,(;) 
dans  la  démonslralioii  précédente  pour  iiiio  celte  dénionslratiou  s'appliiiiie  au 
voisinage  des  valeurs  a,  el  a,  de  a  cl  a. 
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voisinage  de  |  a  —  0,04  |  =  7,  |  a  —  3  |  =  d,.  Nous  conslalons  ainsi 
que  la  proposition  énoncée  ne  cesse  pas  d'être  vraie  tant  (pie  a  et  a 
restent  dans  un  ccrlain'  domaine  :  /ittrnu  les  deux  intégiales  de 
l'érjuation  (iii  qui  sont  nulles  e'  holonior/ihes  au  /'itint  ^  -/. 
rime,  Z,,  est  telle  (jue  V  enseiiihle  des  cai  fiet(''ristiijites  CL^) 
issues  de  ^/a  avec  la  valeur  o  ne  présenti',  dans  tout  le  /dan, 
d'autre  f)oint  critique  que  V ori<:ine. 

En  non-,  appiivant  sui'  ce  tlié-orènic,  nous  pouvons  n'-pé-ter,  à 
propos  de  1  écjuation  (11),  les  remarques  que;  nous  avons  faites 
j)lus  liaul  sur  l'équation  (<S).  Traçons  autour  du  point  ^  a  un  petit 
cercle  Y  11e  contenant  pas  l'origine;  appelons  ;  un  point  du  con- 
tour Y  et  posons  ^0=  '/^i  '  ;  '•  Ee  raisonnement  ex|)osé  à  la  page  l'i") 
permettra  d'établir  la  pioposition  suivante  :  Si  l>  est  suffisam- 
ment voisin  de  bo,  une  caractéristi</ue  quelconque  de  (in  issue 
de  \  avec  la  valeur  initiale  b  ri  admet,  en  dehors  du  cercle  y, 
aucun  point  critique  autre  que  l'origine. 

Ce  qui  lait  l'intérêt  de  cette  |)roposition.  c'est  qu'elle  établit 
une  corrélation  entre  les  diverses  singularités  transcendantes  des 
intégrales  de  Térjuation  (m). 

Nous  savons  en  ell'et  (p.  190)  que  si,  parlant  du  jutint  ;  du 
contour  v  avec  une  valeur  b  voisine  de  Ay,  nous  voulons  opérer  la 
série  unilinéaire  de  permutations  qui  définit  le  point  \  a  comme 
point  de  première  espèce  de  la  première  sorte,  nous  de\ons  décrire 
une  suite  de  tours  le  long  du  contour  ". 

Or,  l'aisoiis  \v  cliangeinent  de  \ariable  ;  =  y  -y.  y  '  ([ui  trans- 
forme   le    ceride    v    en    un    ceride   (j   de  très  i;raiid   ravon,   et  les 

points  ;  :=  i),  ;  =  x  en  y  =  —j-^    /  =  o.    il  résulte  de  l.i   |)roposi- 

tion  énonci'u;  plus  haut  (pie,  si  y  est  un  point  (pieicoiupie  du  con- 
tour G,  l'ensembbMles  caraelt''iisti(pies  issues  de  y  a\ecla  valeur// 
ne  présente  aucun  point  erilnpie  en   dehors  des  |)oinl?  — -  et  o. 

Par  conséquent,  décrire  à  f)artir  de  y  le  contour  du  cercle  G 
équivaut   à    décrire    un    lacet    fermé    quelconque    autour   des 

deux  points  y  =0  et  y  =  a   " . 

Revenant  à  la   variable  ;,   nous  énoncerons  ainsi  cet  impi>rtanl 
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r«''sullal  :  Les  permutations  opérées  autour  de  la  suite  de  points 
crifi</ttes  ali^éhriques  (/ui  eomeriie  vers  le  point  indirectement 
(riti(/i/e  \/a  é(/in\(fle/it  aux  permutations  opérées  autour  des 
deu.r  points  directement  critiques  ç  =  o  <?/  ç  =  oc. 

Le  résullal  ainsi  oblenu  irélaiil  pas  allôré  par  le  clianj^ciuent 
de  variable  x  =  ç-,  nous  pon\ons  rappli(|uer  à  réqualion  (3)  en 
remplaçant  ;  par  x  el  y  a  par  a. 

II.  —  iL'e</^/<^//iO/i  2/ H- Ao(j)j-+ «.r(x  —  a)  >-^=  o. 

Passons  maintenant  au  cas  où  le  roefficient  A^  de  Téquation  (i) 
a  un  degré  positif  (A;,  étant  toujours  de  degré  2).  J"ai  dit  que, 
dans  ces  conditions,  il  n'y  a  plus  de  relation  invariante  entre  les 
diverses  sini^ularili-s  transcendantes  de  l'équation  (i).  C'est  ce 
dont  nous  allons  nous  rendre  compte. 

Je  supposerai,  pour  fixer  les  idées,  A.^  du  prenne)'  degré.  Les 
conclusions  auxquelles  je  j)ar\iendrai  dans  ce  cas  s'appliquei'ont 
a  fortiori  lorsque  le  degré  de  A2  sera  plus  ('levé. 

Ln  posant  yz=z~^  et  faisant  au  besoin  le  changement  <lc 
variables  (.r,  x  +  const.),  (y,  v  X  const.),  on  mettra  l'équation 
proposée  sous  la  l'oriue 

(12)  -isz'  =  (ï  +  ^x  )z  -\-  ax(x  —  x). 

Je  \ais  montrer  (pie  /'o/?  peut  disposer  de  |j  de  manière  que 
les  points  ^  =;  o  et  .r  =  a  soient  des  singularités  de  types  assi- 
gnés à  l'avance. 

Cherchons  encore  à  calculer  les  \aleurs  \\ ,  à'^  cl  )-', ,  A.',  des  para- 
mètres A,,  Ào  relatifs  aux  deux  points  o  et  a. 

Les  quant il(''s  )>',  et  ).',  sont  données,  comme  au  paragraphe  I, 
par  ré<piali(iii  (  \\  de  la  page  i.lo.  Quant  aux  (piantlt('s  A,.  A.,, 
elles  sont  ('n  idcimiiciil  égales  à  celles  (jue  lournnail  I  «'(piahon 

■X  z  z'  ^=  { \  -+-  jjx  )  -  -1-  a  a  (  .f  —  a  ). 

()r.  celle  dernière  (''(pialmn  se  transloi'Uic,  pai'  le  eh.iiigeinenl  de 
variable  ;  =  (  1  -(-  i^aj  (o,  en 

•X  (0  (o  —  w  -I rr, (  T  —  a  ), 
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(l'dù  roii  coiuliii;!  (|iie  /,',  el  ).'.',  vériflenl  I  «'(jualidu  ;iIl;('1)iI(|ii(; 

(i3)  .      .,  A-        '  .     -  1  .     .  ,    ^        . 


(i-i-fixj-   ~         |_(i-+-^a)-  J  (i-r-Jiaj- 

Les  coefficients  de  celte  équalioii  n'étant  liés  aux  coelïicients 
de  l'équation  ( /\)  par  aucune  relation  in\ariante,  il  est  clair  que 
Ion  pourra  toujours  disposer  des  paramètres  a,  a,  p  de  manière  à 
(ixer  arhilrairciuenl  le  type  des  singularités  o  et  a, 

Soil  par  exemple  (comiiie  à  la  page  loa)  a  =  — r»  a  =  .").  Pro- 
posons-nous de  déterminer  ,3  de  manière  que  a',  =  a',  et  /,.,  =  /.[,  : 
il  faudra  évidemment  et  il  suffira  cjue  nous  pronions 

(  1  -h  aS  )-  =  —  I  ou  3  3=  —  I  ±:  i. 

I^n  particulier,  faisons  p^ — -  -4-  -^  auquel  cas  l'équation  (i  2) 
se  transforme  par  le  changement  de  variable  (z^^\  en  I  écpiation 

,  /  -  >    J  ''  V  /  os 

(l4)  'AZZ^i-) X  \   Z  -T-  X(X  —   i). 

La  singularité  o  de  léquatiou  (i^)  se  comporte  comme  la  sin- 
gularité ode  l'équation  (-  ).  On  a  ).',  =  -•  a!,  =  —  -'  ce  (jui  donne 

une  infinité  d'intégrales  nidles  pour  .r  =  o,  lescpielles  admettent 
l'origine  comme  point  critique  algébrique  permutant  deux  dt'ter- 
minations  (i^o//"  p.   loj.). 

D'autre  part,  l'équation  algébrique  (i))  [où  (i-f-!iai-=: —  ij 
coïncide  avec  l'équation  (4  )•  On  a  donc 

A  ,  =  A ,  =  -  ,  /.,  =  /..,=—-, 

'2  "         ■  J 

et  l'on  en  conclut  (jue  A/  singtibirilé  •>  de  l'c  (jualio/i  ^1  |  1  est  ilu 
même  type  que  la  singularité  o. 

U équation  (i4)  jouit,  dès  lors,  de  cette  propriété  remar- 
quable que  ses  intégrales  ne  présentent  aucun  point  singulier 
transcendant  à  distance  finie,  [/élude  de  celte  ('qualiou  semble 
devoir  être,  pour  ce  motif,  parliculièrement  intéressante. 
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Nous  venons  de  construire  une  é(juation  (12)  dont  les  singula- 
rités transcendantes  déyénèrenl  en  singularités  algébriques.  Il  est 
clair  que  nous  pourrions,  tout  aussi  aisément,  construire  une  équa- 
tion (12)  présentant  deux  points  transcendants  directeujcnt  cri- 
tiques. C'est  là  une  circonstance  qui  ne  saurait  se  présenter,  nous 
lavons  vu,  lorsque  |j  est  égal  à  zéro. 


AOTE. 

Sun  LES  KQLATIO.NS  DU- FÉRE.NTIKLLES  DU  PREMIKH  ORDRE 
DONT  LINTÉGRALE  GÉNÉRALE  N'A  QU'UN  NO.MRRE  FINI  I)E 
BRANCHES, 

Par  m.  l'Ai  I.  I'AIM,EVE. 


Propriétés  générales  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre. 

1.  Soil 

,  dy        P(x,  y) 

une  équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 

Thkop.ime  I.  —  Une  intégrale  y  [x)  de  i' équation  (i)  ne  sau- 
rait présenter,  dans  le  plan  des  x,  de  points  singuliers  non 
algébriques,  en  dehois  de  certains  points  fixes  ç  en  nombre 
fini,  qui pein^ent  être  déterminés  algébriquement  en  fonction 
des  coefficients  de  V  et  Q. 

Ce  théorème  a  élé  démontré  dans  le  corps  de  l'Ouvrage,  et  les 
points  \  ont  été  énumérés  (p.  i5-i-). 

2.  Soit  maintenant^  =  '^("C,  j",  x^ )  l'intégrale  qui  pour  x  =  x^ 
prend  la  valeur  j^".  Considérons,  dans  le  plan  des  x,  deux  points 
fixes  (  '  )  .r"  et  x  arbitrairement  choisis,  mais  distincts  des'pointsç, 
et  un  chemin  quelconque  L  joignant  ce»  deux  points  et  assujetti  à 
la  seule  condition  de  ne   passer  par   aucun  tics  points  \.  l'iolon- 


('j    Je  représcnlcriii    par   x   (ou  x'\  elf.  )    une  valeur   //xe   de   lu    variable    x 
(ou  x",  etc.  ). 
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^eonsanalytiquenienl,  lelonj^ deL,  la  (oncA'\ony{x)  =  'f(x,  y*^,  x") 
en  laissant  à  y"  une  valeur  constante  égale  à  b  ou  voisine  de  b.  Si 
nous  rencontrons  sur  J.  un  point  critique  [algébrique)  de  y{x)^ 
nou^  adoptons,  après  avoir  franchi  ce  point,  une  quelconque  des 
valeurs  de  y{x)  qui  se  permutent  autour  de  ce  point.  On  arrive 
ainsi  en  x  avec  une  certaine  valeur  jk  =  'f(  ^^  r"<  •^°  *  q'i>  dépend 
der". 

Thkorème  II.  —  L'expression  cp(  a-,^)'",  .r"  )  coïncide  a^'ec  une 
branche  d'une  fonction  de  y'^  algébroïde  pour  7'"  =  />,  quelle 
que  soit  la  indeur  b  {finie  ou  infinie)  considérée. 

Ce  théorème  se  trouve  démontré  dans  le  corps  de  l'Ouvrage, 
par  le  rnisonnemont  in(li((ué  au  déhul  delà  page  20  et  page  33. 

3.  Remarques  sur  le  tliéorènie  II.  —  Considérons  la  fonction 
-)' = 'j(  X,  jv'",  x*^  )  et  prolongeons-la  analytiquement  dans  tout  le 
champ  des  x  et  des  )(  J?"  restant  invariable  ).  On  peut  être  tenté 
de  déduire  du  théorème  II  la  conséquence  que  cette  fonction  ne 
saurait  présenter  dans  le  champ  des  y^  des  singularités  non  algé- 
hritpies.  Il  iin|)orte  de  bien  comprendre  que  cette  conclusion  nest 
pas  exacte. 

Représentons  par  Y(^)  l'intégrale  qui  correspond  aux  condi- 
tions initiales  (  .r  ==  .î;",  j)' =  ^  ).  Poui-  plus  de  clarté,  supposons 
dabord  que  y(.r)  ait  un  nombre  fini  /)  de  branches;  traçons,  dans 
le  i^lau  des  x,  entre  x^  et  x.  p  chemins  L,,  ...,  L^,  de  longueur 
hnie,  ne  passant  par  aucun  [)oinl  H  ni  par  aucun  des  points  ci'i- 
liques  de  Y(a7),  et  tels  qu'on  arrive  en  x  sur  ces  p  chemins  avec 
les  p  valeurs  Y,,  . . .,  \ p.  Si  l'on  donne  à  y*^  des  valeurs  voisines 
de  II.  r intégrale /•(•?■)  définie  par  les  conditions  [x  =  x",  7'^y"  ) 
prend,  en  x",  p  \aleurs  ii,  .  ..  ,yp  voisines  de  Y,,  ...,  Y^,  ([uand  x 
varie  de  x^  en  ./•  sui-  les  p  cliemius  I,,.  ...,  L^.  La  fonction 
j)'  =  cp(x,  y",  J?"  >  a  donc  au  moins  p  branches,  soit  i'=:C3,,  .... 
y  =  cp,,.  qui,  d'après  le  théorème  II,  sont  algébroïdes  pour  )'"=  b. 
Mai-^  si  riiii('-giale  considérée  ^v(.r),  voisine  de  Y(.z'),  a  plus  de 
p  biaiiclirs.  la  loiict  ion  j^  =  o  (  JT,  j"^,  .r"  )  a  li'aulres  brandies,  soit 
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y  == 'Op_^,(  ./\  }■",  ,/•").  ....  (|iii  jx'iivenl  inliiu.'ltre  t"  =  A  ((jmiiie 
point  siuguliei-  liaiisceiidiinl. 

Montrons-le  liiimédiiitcinciil  mii-  un  i-xciiiplc. 

4.   Etude  diin  cxi'tnpL;  pdiliculicr.   —  l/t''(ni.ilion 

■(2;  y  =  '■ 

a  son  intégrale  générale  tlélinie  |);ii'  \,\  relation 

or 

{3)  y^^  =  — y" €3"=  G.r  (}\  constante  arbitraire). 

Les  points  ;  de  l'équation  (2)  sont  x  ^  u  et  .r  =  x.  1-^ilti  admet 
l'intégrale  particulière  y  z=  o\  sa  transformée  en:;  =  -  admet  lin- 

y 

tégrale  ^  =  0.  Toute  autre  intégrale  jk( -2^)  ne  peut  devenir  nulle 
ou  infinie  en  dehors  des  deux  points  x  =:  o  et  ^  =  00.  Enfin,  aux 
points  critiques  mobiles  (algébriques)  de  y(x)^  la  fonction 
est  égale  à  i.  D'après  {W)^  une  intégrale  y{x)  n'a  donc,  en 
dehors  du   j)oint  .r  ^  o,    qu'un    point   critique   à  distance  finie,  à 

savoir    le   point   x  ^ — — e~'-^''+'\    et   autour  de   ce    point    deux 

branches  seulement  se  jiermutent. 

La  relation  (.'i),  qui  définit  les  intégrales  i-f.r),  peut  s'écrire 

(4  )  y  -i-  loj;  j'  =  log-a:  -t-  const .  ; 

quand  x  tend  vers  zéro,  y  tend  vers  zéro  ou  linlini;  or,  l'équa- 
tion (3)  en  y  n'admet  qu'une  racine  jk(-2^)  tendant  vers  zéro  avec  a- 
et  cette  racine  est  holomorphe  pour  x  =  o.  Chacpie  intégrale  jk(-^) 
admet  donc  une  branche  et  une  seule  holomor[)he  pour  x  :=:  o  et 
toutes  ses  autr-es  branches  (en  nombre  infini)  de\icnnenl  infinies 
poui-  X  =^  o,  comme  log  x,  et  adiiicHi-iit  ce  |)oirU  comme  point  cri- 
ti([ue  transcendant;  quantau  point  j:  =  oo,  c'est  un  [loinl  singulier 
transcendant  de  toutes  les  branches  de  .V'(.r),  et  ces  branches  de- 
viennent infinies  en  ce  point  comme  logj^*. 

Etudions  marrrtenant  r  «oiniuc  ronction  de  r",  en  laissant  à  x 
et  x"  des  valeui-s  invar-rables  ;  la  fonction  )-  :=  -i/^^  )"  )  ainsi  définie 
est  une  fonction  à  une  infinité  de  branches  qui  admet  les  points 
y"=  o,  j^"=:  30  comme  points  singuliers   Irunscemlants. 
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Ka  ellel,  rinl(';L;r;il('   i:«'iu'r;ile  y{-f'')    ['Ciit    s'écrire    r  =  '^(C.r\ 

où  C  =  '    ^'    ;    il  Miil  (le  là   iiiiiiK-dialcinenl  (jue.  pour  )"  ^  o.  une 

./■  ' 

(les  branches  el  une  seule  de  •]>(j-")  est  nulle  et  lioloinorplie  :  ton  les 
les  autres  branches  sont  infinies,  comme  log  y",  et  a<lmeltent 
^•"  =  o  comme  point  critique  transcendant.  Pour  ce  <pii  est  àv. 
point  >-"=  X,  on  \(iil  immédiatement  cpie  l'équation 


7-^log^   =:_^0^1ogJ^0_^|og  — 


(•5) 


=  yO^\o^y0^a,         (^a  =  \og~j 


admet  une  solution  y=z/i^y",  (i)  et  une  seule  (')  méromorphe 
pour  y"  ^  X  (el  infinie  comme  jk");  toutes  les  autres  branches 
de  'l>{y^\  Cl)  ont  y»  =  x;  comme  point  (■riti(jue  transcendant. 

Ce  résultat  s'explique  d'après  la  remarque  du  n"  3.  L'intégrale 
Y(.27)  définie  par  (.r  =  .r",  y  =  o)  est  Y  =  o;  elle  n'a  qu'une 
branche.  La  fonction  y  =  cp  (  j:,  7",  .r"  )  a  donc  au  moins  une 
branche  algébroïde  pour  )-"=o,  mais  toutes  les  autres  peuvent 
admettre  et  admettent  en  lait  r"  =  o  comme  point  singulier  trans- 
cendant. Une  reuiarque  analogue  s'applique  à  l'intégrale  j' ^  x, 


ou  c  =  -  ^  o,  définie  par  (jc  =  x",  jk  =  ^, 


(')  On  montre  aiséinenl  que  s'il  existe  une  racine  y  —/{}'*\  a)  de  ('■>),  algé- 
l)roïde  pour  jKo=  ^,  celte  racine  esi  (je  la  forme 

r  =  ,\y"  +  B  +  -^  -i-  -î^  -+-... . 

r"      y-o 

Quand  on  remplace,   dans   (b),  y  par   ce  développement,  les  coefdcients   A,  15,  C 
se  calculent  successivement  sans  ainbiguitii  : 

A=i,         n  =  a,         C  =  -ci 

Comme,  d'autre  part,  nous  savons  (  n"  3)  cju'une  au  moins  des  valeurs  de 
y  =  '^(y",  a)  est  algébroïde  pour  y"  =  x,  le  développement  précédent  est  sùre- 
irient  convergent.  On  pcui,  d'ailleurs,  le  vérifier  par  la  méihode  des  fonctions 
majorantes. 

Kemar(^uiins  que  a   ou  lo^'  ~  admet    une    infinité    de     valeurs,    dilléianl    entre 

elles  de  2ni-  (n  entier   positif  ou    négatif);    la    iiranclie  _r  =  'y(.v".  log  —  ),  nié- 

romorplie  pdur    y"—  x,    admet   dans    le    cliamj)   îles  x   une   infinilc'  de  valeurs  se 
pcrinntant  autour  du   point  fixe  x  ^=  o. 
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Nous  reviendrons  plus  loin  mu-  cel  exenijjle.  Ileniarqiions  seu- 
lement que,  (juand  j"  tend  \ers  o  ( x"  restant  lixe,  égal  à 
I    par  exemple),    le    point  criliinK-    inohilr    de  y{x)^    à   savoir   : 

J7  =: g-(i+.>")  leixj  v(M>  I  inlini.  (   tsl-ii-diir  ici  vers  un  point  :. 

<^)iiand  )'"  l(;nd  veis  liiilini,  ce  point  ciititpif  d<'\  iciil  coiiiplrlcnienl 
indéterminé. 

Cet  exemple  sullit  à  monlriM-  la  nécessité  d  approfondir  les  par- 
ticidarités  de  la  fonction  y  =  cpl  x,  y^\  x^  )  dans  le  champ  desj'". 
Nous  traiterons  d  ahord  le  cas  j)arliculi<;r  reniar(]uable  où  linté- 
grale  générale  y{x)  est  une  fonction  à  //   hr.mclies. 

0.  Equations  (ii  (IdiiI  I' in  té  l;;  raie  grnrrale  y(^x)  est  une 
fonctions  à  n  hranches. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  Tintégrale  générale  )-(j:)  soit 
uniforme.  Soit  )(  x^  jk",  x^  )  l'intégrale  définie  |)ar  les  conditions 
initiales  (  j:  =  j:",  7^  =  1"  )  ;  la  fonction  i(\r,  >'",  .r"  )  aune  valeur 
unique  pour  >"'=/>,  que  b  soit  fini  ou  in  fini,  et  cette  valeur 
est  une  fonction  méromor{)lie  de  j'"  pour  j-"=/>.  La  fonction 
j' =  'j(:r,  j)'",  :r"  )  est  donc  une  fraction  rdtionnelle  ^.'w  y".  Si  l'on 
permute  le  rôle  de  x  et  de  ^",  on  a  évidemment  )"  = ',5  (  x",  r,  x^. 
La  fraction  rationnelle^MjK")  est  donc  nécessairement  du  premier 
degré.  L'équation  (1),  par  suile.  est  une  équation  de  Riccati. 

Supposons  maintenant  (|ue  l'intégrale  générale  jk(-c)  soit  une 
fonction  à  n  branches;  par  définition,  nous  entendrons  par  là 
que  cArt^/ze  intégrale  j>^(x)  a  exactement  n  branches,  exception 
étant  faite  peul-tHre  pour  certaines  intégrales  formant  un  en- 
semble dénondjrable . 

Soit  c  une  (juelcoiupic  des  valeurs  de  )"  telles  que  I  intégrale 
j)'(  J7,  y",  :r"  )  ne  soit  pas  une  foiulion  de  .r  à  n  branches. 

Représentons  par  E  l'ensemble  (  ')  de  ces  points  c  dans  le  [)lan 

(')  Soit  n  le  nombre  île  bianclics  de  rinlograle  j»'(  x,  c,  x");  n  est  nécessai  re- 
nient nioinilre  que  n.  Cdr  si /»' > /j,  l'intégrale  _^(j;,  _r\  x")  admettrait  an  moins 
n  brandies  pour  toutes  les  valeurs  y'  voisines  de  c.  Un  raisonnement  analogue 
montre  (|tie  tout  point  limite  r'  des  points  c  est  aussi  un  point  c;  autrement  dit, 
renseml)!e  dénombrable  E  est  fermé;  il  n'ilirme  son  ensemble  dérivé.  Mais 
ces  remarques  ne  sont  pas  indispensables  au  raisonnement   qui    suit.  Ce  raison- 
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des  y^.  Si  b  n'est  pas  un  point  de  cet  ensemble,  Tintégrale 
y{x,  r",  x"),  pour  jk"  égal  à  b  ou  voisin  de  b,  est  une  fonction 
de  X  À  n  luanches,  soit  les  branches  j,,  ...,  y,,.  Les  combinai- 
sons symétri(jues 

J  —  n 


/  =  I 


ont  une  valeur  nnit/ue  (.r  gardant  une  valeur  distincte  des  c)  en 
tout  point  h  (lu  |ilan  des  )"'  <]ui  ne  fait  pas  ]);irli(;  de  lensendjle  K, 
et  cette   \aleur  est  une  fonction   niéroniorphe  ^\e^■^^  pmir  i"=/y. 

Si  donc  l'expression  uniforme  ^  T'y  =  '^(  x,  y",  .r"  )  ])résenle  des 

singularités  non  polaires,  ces  points  singuliers  font  |)artie  de  len- 
semble  dénombi cible  E,  et  par  suite,  d'après  un  lliéorème  bien 
connu,  il  en  est,  soit  le  point  j)/"  =  v,  qui  sont  isolés.  Les  niéuies 
remarques  s'appliquant  aux  autres  combinaisons  symétriques,  la 
fonction  y^  '^^^t  y*\  •^■"  '  vérifie  une  relation  de  la  forme 

(  1)  y"-h  An-i{x,  y^,  :r'')  y""  ' -+- .  .  •+  \^{x,  y<^,x^)  y  +  Ao(.f,  _/".  x'>)  =  o, 

où  les  Ay  sont  des  fonctions  ii  ni  formes  de  y"  (pii,  si  elles  ne  sont 
pas  algébriques,  admettent  au  moins  (à  distance  lime  ou  infinie^ 
un  point  singulier  isolé  (point  essentiel  au  sens  de  \\  eierstrass), 
soit  le  point  j^"'  =  v. 

Ah»is  si  l'on  permute  le  lôle  de  x  et  de  ^",  on  voit  aussitôt  que  la 
fonction  j^"=c2(a.",  y,  x),  foncluju  (b'-fiuie  par  (  i  i,  vt'rifie  aussi 
la  relation 

(•■i)    y'I  -^  A„_,  (.r«',  y.  x)y'^--^  H-.  . .  -h  Aj  (7".  y.  x)r'>-^  \^{x'^,  7",  x)=  o, 

ce  (jui  est  inq)ossible,  coiuiue  on  sait  ('  ),  si  les  fonctions  Ay  (:r,  j'",  x"  ) 
(ou  une  d'entre  elles;  aduiettent  un  point  singulier  essentiel. 

riciiieiil  ne  clillcrc  pas  d'ailleurs  <lu  raisoniieineiil  des  pages  19-20  du  texte.  Mais 
je  lui  donne  ici  un  peu  plus  de  déveioppenicnl  en  vue  de  ce  qui  va  suivre. 

(  '  )  La  proposition    élémentaire   sur    laquelle   on   s'appuie   ici    csl  la   suivante    : 
Soil^(;:)  une  fonction  analytique  de  ;;  délinie  par  une  relation 

(3)  _^,... H  \„_,  (-)_;.'. -.+...+A,(c)v  H-  \„(--)  =  o, 

où    les   A,  sont    des   fonctions   uniformes  de   -   dont  une   au    iiioiiis   aiimel    c  =  Y 
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L;i  i'oiïci'ion  y  =:  zi[x,  y*\  x")  vcrilie  donc  la  relation 
jK"-t-  A„-|(a-,  j)-o.  x")7«    ^-h.  .  .-^  \i(.r,  yo,  tO)j  -+-  Aoix,  jKo,  ^)  =  o, 

OÙ  les  Ay  .ço/?f  des  fonclions  ralionnollcs  de  1"  (  cl  <les  foncliijiis 
uniformes  de  j^'  el  de  .r").  6''e.s/  une  fouet  ion  al^n''ljri(jue  de  j'**. 

0.  />w  /o/c'  des  points  efiti(jues  fixes  el  des  points  critiques 
mobiles. 

Conxenons  de  dire  (iti  un  cniiloiii-  ferme;  (\  du  |ilan  des  x  ne 
tourne  pas  (lutour  d' un  point  fixe  ç,  si  l'on  |»eul  le  réduire  à  un 
point  par  unedéformalion  conlinue  sans  rencontrer  ce  point  ;.  T-eci 
revient  à  dire  que  l'anf^ie  du  vecteur  ;.r  avec  l'axe  réel  positif 
reprend  sa  valeur  initiale  t|uand  r  parcourt  une  fois  le  contour  i.\. 
Si,  au  contraire,  cet  ani;le  s"aui;uienle  de  .i/n-ini  entier  positif 
ou  négatif),  (ui  dit  (pie  le  contour  C  tourne  //  fois  autour  du  j)oint  ç. 

Cette  définition  admise  ('),  soient  r,  ely.,  deux  hranclies  dune 
intégrale  particulière  )(:r)  de  Téquation  (i);  nous  dirons  (pie  ces 
deux  brandies  se  pernnitent  autour  des  points  critiques  mobiles 
si  l'on  peut  passer  d  une  déternnnation  à  l'autre  en  faisant  décrire 
à  X  un  contour  fermé  qui  ne  tourne  autour  (T aucun  des  points 
critiques  Jixes  ç. 

7.  Equations  dont  L' intégrale  générale  n'admet  que  n 
branches  permutables  autour  des  points  critiques  mobiles. 

Si  l'intégrale  générale  .v(-^)  a  ses  points  critiques  fixes,  soit  L 


conin'c  point  singulier  essentiel  isolé.  //  est  iinpossihie  <jiie  ta  Jonction  inverse 
z{y)  soit  une  fonction  à  un  nombre  fini  m  de  branches. 

En  elFct,  (moyennant  le  eliiingciiienl  évenlui-l  «le  y  en  y  -r-  /i,  A  désij;n;int  une 
conslunle),  il  est  loisible  de  supposer  que  A„(c)  iidniel  z  —  7  connue  point  essen- 
tiel el,  d'autre  part,  que  pour  y  =  o  les  fonclions  z(y)  a  ses  m  valeurs  régu- 
lières cl  distinctes  de  la  valeur  y;  pour  r  voisin  <le  zéro,  les  m  valeurs  de  z{y) 
dillèrent  donc  de  y  de  quantités  supérieures  en  module  à  une  certaine  ijuantilé 
positive  p.  Or,  ou  peut  toujours  donner  à  -  (tes  valeurs  tendant  vers  zéro  et 
telles  que  A„(-)  tende  vers  zéro  avec  elles;  pour  ces  valeurs,  l'équation  (3)  cny 
a  au  moins  une  racine  qui  tend  vers  zéro;  pour  des  valeurs  y  voisines  de  zéro, 
z{y)  aurait  donc  une  valeur  vfdsinc  de  y.  donc  plus  de  m  valeurs  ce  qui  est 
contre  lliypotlièse. 

(')    Voir,  au  sujet  de  cette  delinilion,  les  n"   T.',  13  el   ii 
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un  clii'iniM  ;illiml  de  .r"  en  .r  sans  passer  par  aucun  |)()int  ;;  la  va- 
leur y  =  'i  (  X,  y",  .c"  )  ainsi  ciélinie  est  une  loncliun  j)artouL  niéro- 
nioinlie  de  )",  donc  une  fraction  rationnelle.  On  voit,  comme  au 
n"  .>.  (ju  elle  est  du  premier  dej^ré  ;  rc(jualion  (  i)  est  une  équation 
de  Riccati. 

Supposons  jnainlenani  (|ue  r/Kd/KC  intégrale  )'(x)  ait  exacte- 
ment n  branches  permutahles  autour  des  points  critiques  mobiles, 
sauf  peut-être  certaines  intéf^rales  formant  un  ensemble  Hé.nom- 
brable  et  que  nous  appellerons  exceptionnelles.  Nous  dirons,  alors 
(MIC  riiiléi;rale  iiénéiiile  admet  n  brandies  permutables  aut<)ui- 
des  points  criticjues  mobiles. 

Soit,  comme  plus  haut,  y^  =.  c  une  des  valeurs  (')  pour  les- 
(luelles  l'intégrale  )'(  A',  y",  x^  )  est  exce|)tionnelle  el  soit  E  l'en- 
semble des  |)oints  c  dans  le  plan  des j'".  Poui-  toute  valeur  )"=  b 
(jui  ne  fait  pas  partie  de  l' ensemble  E,  l'intégrale  r(u;,  b^  x^  ) 
admet  n  brandies  permutables  autour  des  points  critiques  moliiles, 
soit  les  branches  Y, ,  Yj,  ...,  Y„;  nous  pouvons  tracer,  dans  le  plan 
des  ^,  un  dieniin  E  joignant  x**  etx(sans  passer  par  aucun  point  ;) 
el  (n  —  i)  contours  fermés  partant  de  x  pour  y  revenir  sans  tour- 
ner autour  d'aucun  point  c,  tels  quej^(.r,  b^  x*^  )  acquière  en^rsur 
ces  chemins  les  n  valeurs  Y,,  ...,  Y„.  l^our  >"  voisin  de  b,  lin- 
tcgrale  yix.,  y",  .r"  )  j)rend  en  J7,  sur  les  mêmes  chemins,  n  va- 
leurs distinctes  jK),  •  •  •  ^  J»  voisines  de  Y, ,  ...,  V„,  et  ces  n  va- 
leurs se  permutent  autour  des  points  critiques  mobiles.  I^es 
combinaisons  symétriques 

i-n 

^yj^    ^yjyi^.    •••-  ri  •••  yn, 
/=i 

auront  donc  (le  chemin  L  étant  donné)  une  valeur  bien  déterminée 
pour  toute  valeur  b  (finie  ou  infinie)  de  1'"  <pii  ne  fait  pas  partie 
de  l'ensemble  E,  et  cette  valeur  sera  une  lonclion  méromorplu; 
de  j>^"  pour  1'"  T^  b. 


(  ')  On  pcul  faire  sur  ces  valeurs  les  mômes  remarques  qu'à  la  page  i^')  (noie). 
L  iiilcgralc  y(x,  c.  x")  ne  peut  avoir  que  n  '/i  hranehes  pennulables  autour 
lies  points  critiques  mobiles.  De  plus,  l'eiisi-mble  K  est  fermé. 
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Dès  lors,  on  peut  r(''[)éler  sans  modifiralion  le  raisonnement  du 
n"  i).  I.cs  fondions  Ay(./',  j^",  x")  sont  n(';cessair('nient /r/^/o/i/je//e.î 
en  )'"  :  la  seule;  dillV-rence  est  que  ces  fonctions  ne  sont  plus,  en 
<;('n(''r<il,  iiiulormes  en  x  ou  en  ./".  Il  r('siille  ('•vnleniinenl  ijr  (  <■  (lui 
précède  que  leurs  diverses  branches  sonl  liolonioiplies  ou  UH-ro- 
inorplies  en  x  <;l  en  .r"  lorstpie  .r  et./-"  diflèrent  re>pecliv«;rneril  des 
valeuis  ç,  mais  elles  |K'u\eiil  iidiiicllre  ces  \aleurs  comme  sin}^u- 
larités  transcxndanles  fix(;s,  soil  dans  le  plan  des  x,  soil  dans  le 
plan  des  x**  (  '  ). 

En  définitive, /;o«/'  /a  classe  (/'ét/ualtons  considérée,  l(i  fonc- 
lion  y  =  'f (^,  .r",  x" )  est  une  foiiclion  nl^éhrù/iic  de  )'*,  et  les 
Itranclies  de  celte  fonction  (|ai  se  permuleni  entre  elles,  ([uand  on 
fait  \ariei-  s<'ulement  r",  eorrespoiid<!nt  à  //  hranelies  d  intégrale 
y{jc)  pei  niutnhles  autour  des  jioinls  criiù/iies  innhiles. 

8.  Propriétés  des  équations  précédentes.  —  I^es  équations  du 
numéro  précédent,  comme  celles  du  n"  o,  rentrent  donc  dans  les 
é(juations  dont  l'intégrale  générale  jk(^)  est  \n\v  fonction  algé- 
hricjue  de  la  constante  arbitraire  convenablement  choisie.  On  a 
vu,  dans  le  corps  de  l'Ouvrage  (p.  i{)-25),  (pie  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (1)  peut  alors  se  définir  par  une  relation  de  la  forme 

.  _  y"-^  L„-,i(.r)j^"-'-4-.  ..-^Ls{x)y  _  U ( .?■,  y  ) 

OÙ  A  désigne  l'intégrale  générale  dune  éipiation  de  Riccati  : 
(II)  -7-^  =  Gt  a-jX^-i-  H(.r)À -I-  K(  j-), 

les  coefficients  Ly.  My,  ("1.   II.   K  di-siMiuint  des   tVaetious   latinn- 
nelles  en  x. 


(')   i'ar  exemple,  rcqiinlioii  y  =  —  d  loinmc  intégrale  v  =>"-;-  log  —  ;  x  =  0 


.A-hK 


vl    X  —  oc    soiiL    points    l()i;;iiitluni(iues    de    y  ~  f^(x.  y".,  x")     ainsi    (|ne    x"  =  u 
et  x''—cii.    |)c    niènie,   l'ciiiiaiinn  y' — —  '—:.  a  comme  iiitéfiralc  _>'  —y*e 
l'éqiialion  )-'  —  —  ,i  coinine  intéf;rale  :  y  —  y'>i—\  • 
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L'intégrale  de  l'équalion  (II)  peut  s'écrire  : 

G  f  -h  f 

(11  his)  À(a7)  =  TT^ —         (C  constante  aibitraiie), 

Gcp-t-9, 

les  fonctions  y,  y,,  o  et  o,  étant  des  fonctions  bien  déterminées  et 
liolomor|)hes  de  :r  dans  le  voisinage  d'un  point  x^  arbitrairement 
choisi  en  dehors  des  j)oints  q.  Si  l'on  remplace  ).  par  cette  expres- 
sion dans  (I),  toute  intégrale  j^(x)  de  (i)  vérifie  l'équation 

pour  une  valeur  convenable  de  C. 
Ci)nsidérons  l'équation 

dy  dy 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  en  y  de  degré  (2/1  —  2) 
au  plus;  sohy  =  g'{x)  une  de  ses  racines,  et  /  son  ordre  de  mul- 
tiplicité (pour  X  quelconque). 

Si  r  =  g'i-^)  est  en  même  temps  une  intégrale  particulière  de  (i), 
l'égalité  ([bis)  admet,  pour  une  \aleur  convenable  de  la  con- 
stante G,  la  rur'ine  y  =  g{  x)  comme  racine  d'ordre  y  4- i  (pour 
X  arbitraire).  Appelons  solution  multiple  cV ordre  j -\- \  ^  toute 
intégrale  particulière  j' =,;'(./•)  de  (1)  qui,  pour  une  valeur  conve- 
nable de  la  constante  et  pour  x  arbitraire,  est  racine  d'ordre  /  -\-  \ 
de  l'équation  {Vbis')  tn  y.  Une  telle  solution  est  nécessairement 
racine  d'ordre  y  de  l'équation  (III)  et,  |)ar  suite,  est  une  fonction 
algébrique  de  x.  Les  valeurs  de  la  constante  C  qui  corres|)ondent 
aux  solutions  mullq)lcs  seront  dites  voleurs  reuutn/uuhles  de  C. 

Geci  posé,  le  coefficient  diflerentiel  de  (1)  étant    ^  '  '  -^    .  soient 

'  •  ^    '  ^>(  -r,  _>■) 

/>  «'t  Y  'es  degrés  en  y  de  P  et  de  Q,  et  soit  v  le  plus  grand  des 
nombres  p  et  «y  H-  2.  Il  est  loisible  (movennant  une  transformation 
homographique  elTectuée  sur  r)  de  supposer  p  =  v,  ^  =  v  —  2,  et 
c'est  ce  (|ue  nous  ferons.  On  a  (b'-iuonlré  (p.  23-24)  que  v  est  exac- 
tement égal  à  2/î,  à  moins  qu'il  n'existe  des  solutions  mul- 
tiples de  (i).  Mais  dans  ce  dernier  cas,  l'équation  de  Riccati  (II  ) 
admet  au  moins  une  solution  algébrique  et  se  ramène  aux  quadra- 
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tiires.  La  relation  (|ui  cxislf  fMilre  v  ol  //  osl  alors  : 

(IV)  v  =  9.Aj-2y, 

y -)- I  dt'îsiguani  la  iiiiill  iplicitt'-  il  iiiit'  «Irs  soliiliuri^  iimlliples  et  la 

somme  N^/ étaiil  (Hendiie  à  louti'S  li-s  sidiition^  iiiullijjlt'S. 

S'il  n'existe  i\unne  seule  valeur  remarquable,  soit  C,,  de  la 
constante,  désignons  par).,  la  solution  correspondante  de  ItMiiia- 
tion  de  Riccali  (solution  qui  est  nécessairement  rationnelle)  {  '  ),  et 
j)ar  /,  le  nombre  fies  racines  distinctes  de  l'équation  (' I  )  en  i' quand 

on  y  remplace  ).   |)ar  ).,   (.r  clanL  arbitraire).   La   somme    7  /   est 

égale  à  //  —  /, .  donc  au  plus  égale  à  n  —  1,  et  v  est  au  moins  éi:al 

à  n  -\- \ .  La  Iranslormation  |j.(j7)^  .  _  .     ramène  réqualion  (II) 

à  une  équation  linéaire  à  coefficients  rationnels. 

S'il  existe  deux  valeurs  remarqurt blés  (mais  deux  seulement), 
soit  C(  et  Co,  de  la  constante,  désignons  par  A,  et  '/..,  les  intégrales 
correspondantes  de  l'équation  de  Riccali,  par  /,  et  l^  le  nombre 
des  racines  distinctes  de  l'équation  (I)  en  y  pour  A  ^  A,  et  /.  ^  Aa- 

On  a 

^,  =  -i  n  —  (  n  —  f  i }  —  {  n  —  L  )  =  / 1  -h  b,. 

Comme  il  est  loisible  d'elléctuer  un  changement  homograpbique 
sur  C,  on  peut  toujours  admettre  que  C  =  o  et  C  =  oo  sont  les  deux 
valeurs  remanpiables  de  C  et  IV-qualion  (^1  ^/.y  )  peut  alors  s'écrire 

(V)     G  =  u(.r}\y  -  ::i(  T)\'\\y  —  s'^i^)]''-  •  Ar  —  ^-A^  )]'■!=  S(j:,  j^), 

où  les  /  sont  des  rnliers  positifs  ou  négatifs  sans  facteur  comuiun. 
La  somme  des  cnlicrs  /  positifs  est  égale  à  n  et  celle  des  entiers  / 
négatifs  à  —  //. 

S'il  existe  au  moi/is  trois  valeurs  remarquables  de  la  con- 
stante, l'intégrale  générale  de  (i)  est  nécessairement  algébrique. 
Le  nombre  des  valeurs  remarquables  de  C  et  des  solution-»  mul- 
tiples de  (i)  est  évidemment  fini. 


(')  En  ellel,  si  a,(j^)  avail  au  moins  deux  l)rancUes,  ces  deux  brandies,  d'après 
(H  his),  correspondraient  à  deux  valeurs  dislincles  de  C  qui  seraient  toutes  deux 
remarquables. 
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9.    Posons-nous  d'aprrs  cela  l.i  (|uestion  suivante  : 

Hecofuuiitri'  si  l' intégrale  générale  d'une  équation  (i) 
donnée  n  acquiert  qu'un  nombre  donné  n  de  brandies  autour 
des  points  critiques  mobiles. 

La  question  (p.  24)  se  résout  à  laide  d'un  nombre  fini  d'opéra- 
tions rationnelles,  et  si  la  réponse  est  affirniatixe,  la  méthode 
fournit  explicitement  h's  équations  (I)  et(ll)  ;  r<'(piiil  ion  (i)  est  ainsi 
ramené-e  rationnellement   à  une  (Mpiation  de  Kiccati. 

l*osons-nous  maintenant  la   même  question,   mais  sans  que  le 

nombre  n  soit  donné. 

Soit  toujour-; 

/>  =  cy  -1-  '2  —  V. 

L'entier  //  est  au  moins  égal  à  -•  On  peut  toujours  reconnaître, 

à  l'aide  d'un  nond)re  (ini  d'opéi-ations  rationnelles,  si  l'entier  n  a 
une  valeur  inféiieure  ou  égale  à  v.  Quand  la  réponse  est  négalixe, 
si  l'intégrale  jouit  de  la  propriété  étudiée,  il  existe  au  moins  deux 
valeurs  remarquables  de  la  constante  (puique  v  est  inférieur  à  n-r- 1  ). 
S'il  en  existe  au  moins  trois,  l'intégrale  de(i)  est  algébrique  :  écar- 
tons ce  cas.  S'il  en  existe  deux  seulement,  1  intégrale  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (V).  Il  est  facile  de  reconnaître  s'il  en  est 
ainsi. 

En  ellel,  on  peut  toujours  décider,  à  l'aide  d  un  nondjre  fini 
d  opérations  rationnelles,  si  l'intégrale  d'une  équation  (1)  donnée 
se  laisse  mettre  sous  la  forme  (V),  où  les  /désignent  des  constantes 
numériques  (juelconcpies  dont  la  somme  est  nulle.  Il  suffit  d'ex- 
primer (jue  1  équation 

(VI;  l_logSrx,7)-i-y— loj;S(.r,  ^)  =0 

coïncide  avec  I  ('■(|tialion  (1  i;  or  r(''(jiiati()ii  (\  I  )  |)cul  s'écrire 
A|(.r,  y)  -4-  )-'A(.r,  y)  _ 

A  et  A,  désignant  deux  j)olynomcs  en  )'.  le  premier  de  degré  v  —  2, 
le  second  de  degré  v  au  plus,  el  B  di'signant  un  polynôme  île 
degré  V  en  y  dont  les  racines  sont  les  valeurs  y  =  ^'■^(j:).  Comme 


NOTK.  I  53 

on  doit  avoir 

le  polynôme  A  eny  doit  être  divisible  p.ar  le  polvtioine  ()  en  y  <l<; 
degré  au  moins  égal;  les  deux  polynômes  ne  dlllèrenl  donc  que 
par  un  farleiir  fonclion  de  .r  seuleineiil  el  qui!  est  loisible  de  sup- 
poser égal  ;i  j.  Il  siiil  de  là  cpie  /a  dHférenlicUc 

P  dx  -  Q  dy 

(ulmet  un  niultij'liçdhiii-  j- >  où  H  r'.ç/  un  jxjlynonie  en  y  de 
degré  V  à  racines  simples. 

On  rommenrera  donc  |)ar  reconnaître  (ce  qui  est  facile)  si  un  tel 
multiplicateur  existe.  S'il  existe  au  moins  deux  tels  midtiplica- 
leurs  distincts  (c'est-à-dire  qui  diUerent  autrement  cpie  par  un 
facteur  constant),  leur  (|uotient  est  une  intégrale  première  de 
ré(|uation  (i),  et  ce  quotient  est  une  fraction  rationnelle  en  )•  de 
degré  v  :  l'entier  n  serait  j)ar  suite  égal  à  v,  ce  qui  est  contre  l'iiy- 
pothèse.  En  définitive,  dans  lliypothèse  où  nous  nous  plaçons, 
deux  cas  seulement  sont  possibles  :  ou  bien  il  n'existe  pas  de  mul- 
tiplicateur de  la  forme  --■,  ou  bien  il  n'en  existe  qu'un  (défini  à  un 
facteur  constant  près). 

Si  Ion  pose 

les  fonctions   y.k{^')   sont    déterminées   rationnellement,    (linsi 

\"(  .r) 

(lue  —. 

L'expression  B  étant  ainsi  calculée,  il  faut  :  i"  <pic  les  ra- 
cines j>'  =  gki-i-')  de  H  soient  toutes  simples;  2"  que  les  résidus  Cft  ( ') 

de   la  fraction  ^  rationnelle  en  y  aient  de^  rapports  commensu- 

rables.    (^uand    ces    conditions    sont   rem[)lies,   considérons   ces 

(')  Ces  résidus  sont  îles  LunslaïUes  (  iiidépeiidantes  de  x).  car  snii 


y  ~  gt(^) 


un  des  termes  de  la  fraclion   ^  décomposée  en  fraclicms  simples;  3/-C,  esl  nue  pé- 
riode de  la  dilVéreiilielle  -^f- >  doru' <le  la  dillVreulielle  Iniiile  exacte  -^ — = — r- ; 

elle  est.  par  suite,  indépendante  de  x:  r,  est  une  constante  numérique. 
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noililjies  nilionnels   ^^   rcndii-i  irréJucllbles;    appelons  /,    le    plus 

pelil  coininim  multiple  de  leurs  dénominateurs;  il  nous  est  loisible 
de  mulliplier  li  par  une  constante  numérique  telle  que  c,  de- 
vienne /, .  La  nouvelle  expression 

Q  dy  —  P  dx 

il 

est  une  diflerentielle  totale  exacte  où  Ton  a 

Ci  ;.  /-  L.  à  , 

=  _logIl(j-^"-/,)'S 


P     y  —  .^i     y  —  s-i  '  '  '     y  —  s^<      <^y 

les  i  désignant  des  entiers  sans  facteur  commun. 

La  primitive  de  celle  diiïérentielle  est  donc  de  la  forme 

et  Ton  a 

Qdy  —  Pdx        ,,,    ,      -^  ii,(dv  —  g',,dx)        ,,,     ^        Kdy -\- ki,d.v 

^ =  h'{x)  -+-  >  ■■ ^-! =  A  (x)  -h  —-f — , 

A    et    A2  étant  des  polynômes  en  y   rationnels  en  x,    ainsi    que 
n(y  —  gk)-  L'identité 

A'Il(^-^/,)  +  A,  _  P 
A  -Q 

montre  aussitôt  que  /t'  est  connu,  lui  aussi,  rationnellement. 

En  définitive,  dans  le  cas  que  nous  venons  de  traiter,  nous  savons 
mettre  l'intégrale  sous  la  forme 

H(a^,  y^  X  u(yX)  —  const., 

où  H  est  un  polynôme  en  j'  et  x  et  où  —  i3  //'  est  rationnel  en.r. 

10.  Conclusion.  —  Posons-nous,  d'après  cela,  le  problème 
suivant  : 

lii-connailre  si  P  intégrale  générale  }\x)  dune  é(jualion  u) 
donnée  est  une  fonclion  tiiajvsckndantr  qui  il' acquiert  (ju  un 
nonihrc  fini  .\o\  donak  de  branches  autour  des  points  critiques 
mobiles  {ce  nombre  étant  le  même  pour  ch<njue  intégrale,  sauf 
peut-être  pour  un  ensemble  dénombrable  d' intégrales  parti- 
culières). 
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La  réponse  s'én(juce  ainsi  :  On  peut,  à  l\iiiiii  d'un  nombre 
fini  d'oprfo lions  rationnellns,  lu'soudrr  le  p)nhlrnii'  ot  (si  la 
réponse  rs/  a fjirniative)  rann'nrr  l' érjnal inn  à  uni'  ('(junlion  th' 
Riccali  ('  ). 

Il  est  intéressant  de  reniar'(|uer  (|uc  si  on  se  f)Ose  le  niènir  pro- 
blème  en  supprimant  la  restiidion  (|ue  rinl<'^i-ale  doit  èlie  trans- 
cendante, le  pr()l)lriiic  (l('\  it'iil  IxMiicoiip  pin-  diKicilc;  on  ne  sait 
pas  reconnaître  encore,  en  général,  si  riiit«''i;rale  ;::;énéiale  d'une 
équation  (  i  )  tlonnée  est  al{^él)ri(pi('.  l^c  prohlrnic  transcendant  ap- 
paraît donc  ici  comme  plus  simple  (jiie  le  probirme  algébrique  cor- 
respondant. 

La  nature  de  rint('grale  générale  y{x)  d'une  équation  (i)  est 
bien  élucidée  d'après  ce  qui  précède,  dans  le  cas  où  elle  n'acquiert 
qu  un  nombre  fini  de  brandies  autour  des  jxtinLs  critiques  mo- 
biles, ce  nombre  élanl  le  même  poui'  cluujue  inlégrab'  parlicu- 
Hère,  sauf  peut-être  pour  certaines  intégrales  exceptionnelles 
formant  un  ensenibb-  dénombrable. 

Mais  il  est  impossible  de  ne  |)as  se  poser  la  question  suivante  : 

Quelle  est  la  nature  de  l'intégrale  générale  y  [x)  d' une  équa- 
tion  (i),  quand  chaque  intégrale  particulière  est  une  /onction 
de  X  an  branches  au  plus  ou  (plus  généralement)  admet  au 
PUIS  n  branches  permutables  autour  des  points  critiques  mobiles? 

Avant  de   traiter   celle   question,  j'étendrai    les  rt'sultals    pré- 


(')  ToiUefois,  sous  celte  forme,  l'énoncé  comporte  une  rerlaine  restriction; 
une  fois  l'équation  (i)  ramenée  ù  une  équation  tle  Kiccali,  son  intégrale  ne  sera 
transcendante  que  si  l'intégrale  de  celle  équation  tle  Riccali  n'est  pas  algébrique. 
Or,  quand  on  clierrlie  à  reconnaître  si  l'intégrale  d'une  équation  de  Riccali  (à 
coeflicients  rationnels)  esi  algébrique,  il  est  un  cas  exceptionnel  où  l'on  ne  sait 
pas    trancher    la    ([iie^tion    mais    où    l'on    sait    seulenicnl    ramener    l'équation    à 

la    forme  —  =  II(J^),    M    étant    une  fonction    algél»ri<iue   de  x  à  deux   branches. 
u 

Toute   la   diflicuité   est    alor>   de   reconnaître   si    les   périodes  de    /  H(a;)rfj:sont 

conimensurables  avec  ?.i~,  problème  d'Abel  qu'on  ne  sait  pas  résoudre  en  géné- 
ral. L'énoncé  absolument  correct  répondant  au  pndiléme  du  n*  10  serait  donc  : 
On  sait  résoudre  le  problème  à  l'aide  d'un  nombre  fini  d'opérations  ration- 
nelles, ou  ramener  l'équation  à  la  quadrature  —  —  H(  J>  d.r.  (  U  fonction  al- 
gébrique à  deux  branches). 


I  5f)  NOTE. 

cédenls  aux  équalions  (i)  où  le  coefficient  dinérenliel  est  encore 
ralionnel  en  »'.  mais  non  plus  en  x.  Celle  exUnsion  nous  per- 
mettra (le  mieux  faire  ressortir  certaines  diflic  iilh's  |i;iili(iilirre- 
MU'Mt  <lflicales. 

11.    Proprit'li'S  <les  éq  lia  lions  (i)  rationnelles  en   y  et  ana- 

l> 
ly lit/ lies  en  x.  —  Supposons  d  alxud  <|uc,  dans  1  (''<jualn»n  (  i),  jr  soit 

ralionnel  en  y  et  uniforme  (mais  non  rationnel)  en  x.  Kien  n'est 
clianiîé  aux  théorèmes  fondamentaux  des  n'"  î2  et  3  non  plus  cpi'aux 
résultats  des  n""  5  et  8,  à  condition  de  ranger  parmi  les  points  ç 
t'numérés  p.  8-1.")  les  singularités  transcendantes  des  coefficients 
de  P  et  de  ( )  (points  essenliels,  ensembles  parfaits  de  points  singu- 
liers, lignes  singulières).  Quand  rintégrale  'générale  de  Iccpia- 
tion  (i)  ac([ui('il  n  hranclies  autour  des  points  critifjues  mohiles, 
lécpiation  se  lamène  à  une  équation  de  Riccati  (II)  (p.  149)  P^r 
une  transforjnation  (I);  mais  les  coefficients  de  cette  transforma- 
lion  ne  sont  plus  rationnels  en  x  Ttion  plus  (jue  les  coefficients 
de  (II);  ce  sont  des  fonctions  algéljri(|ues  ralionnelles  des  coeffi- 
cients de  1^  et  (^  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre. 

Supposons  maintenant  que  P  et  Q  soient  des  polynômes  cw  y 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  multiformes  de  x.   Consi- 

dérons   une   branche   (pielconque  de   la   fonction  —■,   et   appelons 

[)oint  ç  tout  point  singulier  non  polaire  .r  =  ^  de  cette  branche, 
et  tous  les  points  éniimérés  p.  8^1 5.  Bornons-nous  (mais  unique- 
ment par  raison  de  clarté)  au  cas  où  il  n'existe  qu'un  nombre  fini 
de  tels  points  ;.  Si  .ro  n'est  pas  un  j)oint  ç,  parlons  de  .r,,  avec  une 

valeur  j'„  de  y  et  en  adoptant  une  branche  déterminée  de  —,  puis 

faisons  décrire  à  x  un  chemin  (|ui  ne  passe  par  aucun  point  H; 
toutes  les  propositions  précédentes  (n"*  1-8)  penventètre  répétées, 
moyennant  toutefois  la  remarque  déjà  faite  sur  la  nature  des  coeffi- 
cients des  ('(lualions  (])et([l),  coefficients  qui  sont  alors  Irans- 
eendanls. 

(.elle  extension  laite,  rev(!iions  au  rôle  des  points  crilupies  fixes 
cl  mobiles. 

l!2.    Hclditr  sur  les  jimprirtés  <les  points  erili</u<'s  fi.res  et  les 
points  <rili<iites  mohiles.  —  Soil  ç  un  |)oiiil  siii;L:ulier  lixe  de  lin- 
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tégrale  générale  rTx)  de  (i).  Par  définillon  (n"  6),  le  point  x, 
quand  il  a  parroiiru  un  rimtour  feruH-.  n'a  pas  tourut'  autour  du 
point  ;  SI  lar^uuienl  de  .r  —  ;  ;i  repris  sa  \alrur  initiHlr. 

Par  exeuiplr.  Mipposons  que  ./•  dc-ciixc  y  (ois  un  ccicle  de 
€enLre  q  dans  le  sens  posiLil,  pul^  un  JaccH  autour  d'un  |)oinl  cri- 
tique mobile,  et  enfin  //  lois  cucoïc  le  cercle  C,  mais  dans  le  sens 
négatif,  (^uaud  il  a  parcouru  ce  ((ui  tour,  .r  n'a  pas  tourné  autour  de;. 

Appliquons  celte  icm.iitpie  à  It'-cpiation  (  3)  étudiée  au  n"  i 

<V 


Considérons  mit;  iutt'grale  jiarticulière  (|uelcouque  )(  .r)  et  la 
brandie  de  celle  iiitt-i^iaie,  soil  Vil^r),  qui  saiiiiulc  pour  x  =  o  ; 
soit  )'"  la  \alcur  de  cette  branche  pour  x^  \(tisiii  de  zéro;  si 
le  point  x  décrit  g  lois  dans  le  sens  positif  un  cercle  C  de 
centre  <;  =^  o  (à  partir  de  x"),  la  branche  l'i  (.r)  considérée  (holo- 
morphe  pour  .r  =  o),  reprend  toujours  la  même  \aleur  en  ./O. 

D'autre   part,  la  fonction  .V(-/';   admet   le   point   critique   algé- 

,7'" 

bri(pie  ./',  = —  '—e  0°+"^  ;  en  ce  point,  deux  \aleurs  de  r  devien- 
nent ("gales  à  —  1  et  se  permutent  autour  de  .^i.  Joignons  x"  à  Xt 
par  un  chemin  L  tel  que  quand  ./■  décrit  L,  y(x)  partant  de  ./"*'  avec 
la  valeur  )'"  ait  en  ./•,  la  \aleur  —  i  ;  puis  faisons  tourner  x  une  ft)is 
autour  du  point  x,,  re\enons  au  point  x"  sur  le  même  chemin  L 
[soit  ^'^(j"")  la  nouvelle  valeur  de  )'],  et  faisons  décrire  encore 
q  fois  à  X  le  cercle  C,  mais  dans  le  sens  négatif.  Quand  x  a  par- 
couru ce  circuit  total,  x  na  pas  tourné  autour  des  points  cri- 
tii/ues  fixes  de  l'é(/uation  (2).  Mais  la  branche  Vj(f^  de  1', 
admettant  .r  =  o  comme  point  transcendant  d'espèce  logarith- 
mique, (j  \aieurs  de  y{x)  se  permutent  entre  elles  dans  les  y  der- 
nières rotations  (')  le  long  de  C.  Nous  arri\ons  ainsi  à  celte  con- 
clusion d'apparence  un  peu  |)aradoxale  :  l'i/ité^rale  y(  x)  dv  (  2  )  a 
deux  points  crilii/ues  Jixes  x  =  o  et  ./ •  =  x,  et  un  seul  point  cri- 
tique mobile  (poi/i(  algébrique  au  voisinage  duquel  deux 
branches  se  permutent  );  mais  une  infinité  de  branches  de  )\x) 
se  permutent  entre  elles  qiiand  x  tourne  autour  du  point  cri- 
ti(p(i'  mobile  sa //s  Ion  ruer  iiulour  des  /loi/ifs  <rifiqucs  fixes. 

(')  La  inèiiie  cliose  a  lieu  si  l'on  renverse  le  sens  des  rolalions  aulout-  île  O. 
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13.  Traçons,  dans  le  plan  des  ./•,  une  demi-droite  issue  de  O,  par 
exem|)le  l'axe  réel  négatif  1^.  iJans  l'exemple  précédent,  le  point  x 
lr;incliit  q  fois  celte  coupure  dans  un  sens  et  q  fois  dans  le  sens 
inverse.  (  hi  ;nri  \  ciail-d  si  I  on  assujcHi^sai  t  le  poinl  ./■  à  iw  jamais 
franchi  1-  la  foiipiirc  \A 

Hélinissons  une  intégrale  )'(./)  de  (2)  pai-  sa  valeiii-  )"  pour./  =^  i. 
Il  est  facile  de  \oir  que,  suivant  (pie  v"  est  dans  un  ceitain  do- 
maine D  de  son  plan  ou  en  dehors  de  ce  domaine,  y{x)  acqnierl 
deux  valeurs  ou  une  seule  quand  r  varie  arbitrairement  sans 
franchir  L. 

Consi(h}rons  en  eftet  l'intégrale  )\-i' )  qui  poui',/-^<-/  est  égale 
à  — 1,  et  suivons  les  deux  branches  y,,  y.^  de  >'{./)  ainsi  définies 
jusqu'au  point.r  =  /  sur  un  chemin  qui  ne  traverse  pas  L.  Nous 
arrivons  ainsi  en  ./■  =  1  avec  deux  vah'urs  ),  =  /',  u/),  •\-.^=f.,(^a) 
bien  déterminées;  quand  a  varie  arbitrairement,  les  deux  points 
j'i  (rt),  }'2(rt)  varient  dans  un  certain  domaine  \)  du  plan  des  y, 
domaine  limité  par  les  lignes  que  parcourent  y,  et  )  .j  (piand  a  dé- 
crit la  coupure  L  (').  Ce  domaine  D  nembrasse  pas  (railleurs  tout 
le  plan  des  y.  En  elî'et,  soit  Vn  une  troisième  branche  de  I  inté- 
grale v(./),  et  V'"  sa  valeur  pour  .r  =  i.  (Kiand  ./•  varie  à  partir  du 
point  a  sans  Iranclur  L,  la  branche  )':!(•/')  ne  présente  ni  en  dehors 
de  L  ni  sur  L  aucun  point  critique  (^  - )  ;  la  valeur  de  >'"  n'est  donc 
atteinte  par  aucune  des  fonctions  y,  (a),  j'o  (rt)  cpicl  (pie  soit  a. 

Donc,  quand  x  varie  arbitrairenienl  à  parlir  de  ./■  z^i  sa/is 
jamais  fraiicliir  la  coupure  L,  l' i/)féi;ra le  générale  yi^-v)  de  (2"), 
définie  par  x  =  i,  y  =  j'".  a  deux  déterminations  si  y"  esL  inté- 
rieur au  domaine  1),  et  une  seule  détermination  s/  y"  est  exté- 
rieur à  I)  <ni  sur  la  frontière  de  ce  domaine.  Ce  doniainc  I)  dé- 
pend essentiellement  tie  la  deini-dioitc  L  issue  de  Toriginc  ipiil 
nous  a  plu  de  choisir. 


(')  A  1111  poiiii  a  (le  1^  (Correspond  deux  couples  de  valeurs  r,.  1.  (et  non  un 
seul)  buivaiil  (lu'oii  vii  de  a  au  point  a; -- 7  sur  un  rhcniin  (]iii  p;iil  de  [.  d'un 
rùlé  ou  fie  l"aiilre.   l'osons  r"  —  u-.-iv.  La  froiilicre  de  I)  lait  partie  de  la  cumlie 

u  —  V  lan{,'r,  eotnim-  on  le  voit,  d'apirs  l'i-f^aliu-  le-v  =  y'-'o"  —  >  en  i'.iisant  „T  ^  -  -  1 , 

x"  —  i  cl  en  dunnaiil  à  .c  des  val<(irs  réelles  (négatives). 

(■•')  Anlicment,  rinlé;;rale  parlieiiliérc  jk(^  )  adnielliail  au  moins  deux  points 
ciili(|ues  riiol)iles,  cl  l'on  sait  quelle  n'en  possède  (|u"un  (ii"4). 


NOTE.  I  )i) 

\A.  De  la  rotation  auloiir  des  points  critif/iies  niohiles.  — 
Imaginons  (ju'à  la  définition  adoptée  au  n"  0,  au  .sujet  ilc  la  rotation 
de  .'/•  autour  des  points  eritiques  mobiles,  nous  substituions  la  dtHi- 
nilioa  sui\aiite  : 

Les  points  H  étant  en  nonihie  fini ,  iraeons  à  partir  de  fltan/n 
de  ces  points  des  li^'/ies  s'écartant  à  Vinjlni  et  sans  points 
communs. 

Coni'cnons  de  dire  (pie  tinté  ivraie  générale  y{-r)  est  une 
fonction  à  n  hraneties  periniitahles  autour  des  points  critiipies 
mobiles  si,  quand  .r  rarie  sans  franclur  ces  coupures,  n  hranehes 
e.ractement  de  chaque  intégrale  particulière  y  (x)  se  permu- 
tant entre  elles  {exception  étant  faite  peut  être  pour  <ertaines 
intégrales  formant  un  ensemble  dénombrable). 

(Quelles  sont  les  |ii'opri(''l<s  (ju  entraîne  cette  (b'-linilioii  ?  Il  est 
bien  évident,  tout  daboid,  quelle  permet  de  répéter  tous  les  rai- 
sonnements du  n  '  7  :  toute  équation  qui  répond  à  la  <lé(inition 
nouxelle  rentre  done  dans  la  classe  des  équations  dont  lintéijiale 
générale  j^'(ji:")  est  une  fonction  algébrique  de  )"'.  Mais  celte  dt'-li- 
nilion  est  beaucoup  plus  étroite  que  celle  du  n"  (î,  coinme  le 
montrent  aussitôt  les  exem[)les  suivants. 

Considérons  Ic-qualion 

I 


dont  l'intégrale  générale  est  >- =^  y/logj:.- +  (  v")-,  si  )"  estia  valeur 
de  y  pour  j-  =  i .  f.es  points  ç  sont  ici  J?  =  o  et  j:-  =  x.  D'après  la 
définition  du  n"  (),  l'intégrale  )(^j)  est  une  fonction  à  deux 
branches  permutables  autour  des  points  critiques  mobiles,  mais 
elle  ne  répond  pas  à  la  nouvelle  définition.  Traçons,  j)ar  exemple, 
le  demi-axe  réel  négatif  et  assujettissons  ./  à  ne  pas  le  franchir. 
L'intégrale  >■(./■  i  a  deux  biaiiclit-^  pcrmutaltl«  s  si  )"  se  li-ou\e  dans 
la  partie  D  du  plan  comprise  entre  les  deux  hyperboles  çr,  =  in  t:. 
(•)-'»=  ^ -f- 7)f)  ;  si  y"  est  extérieur  à  D,  )-('.?•)  n'acfpiiert  <pi'iine 
détermination  quand  ./  \aiie  saii'^  liancliir  la  coiquire. 
Considérons  de  méuii'  la   tonclmn 

y  =  \/G-hv/^   -  V/C  —  /.r 


lôO  ^'OIK. 

qui  vérifie  l'équalion 


y 


j^X  —   1  * 


elle  acquiert  quatre  déteraiinatious  autour  des  poiuls  critiques 
mobiles,  d"a|)rès  la  définitioa  du  u"  ().  Appliquons  la  nouvelle  défi- 
nilion  en  |)renanl  cuninu'  coupure  Taxe  réel  positif  du  plan  des  x\ 
r(.r)  acquiert  alors  deux  délerniinations  sauf  pour  les  valeurs 
réelles  de  C.  T.a  nouvelle  définition  n'est  donc  pas  satisfaite.  En  un 
mot,  elle  est  beaucoup  |jlus  restreinte  que  la  [)remière. 

lo.  On  pourrait,  il  esl  vrai,  adopter  la  dernière  définition  en 
supprimant  la  restriction  qu'elle  renferme.  Les  coupures  étant 
tracées,  on  conviendrait  de  dire  que  l'intégrale  générale  ilx)  est 
une  fonction  à  /?  déterminations  permulaJjles  autour  des  points 
critiques  mobiles,  si  v  (.z)  n'acquiert  que  n  valeurs  au  />lus  quand 
a-  varie  sans  franchir  les  coupures.  Mais  si  Ton  applique  celte  défi- 
nition à  l'exemple  du  n"  13,  on  voit  que  l'intégrale  r( -^S  J'",  ^'"  ) 
de  l'équation  (  2  ),  permutable  autour  des  points  critiques,  acquiert 
deux  déterminations  ou  uue  seule  suivant  cpie  1"  est  dans  une  cer- 
taine région  D  de  son  plan  ou  dans  une  autre  :  la  région  D  dépend 
essentiellement  de  la  coupure  issue  de  x  =  o  que  nous  choisis- 
sons. Knfin,  yix,  r",  r")  est  une  fonction  de  l'W  u/ie  injinilé  île 
branches. \-i^  dernière  définition  proposée  esta  la  fois  arbitraire  et 
trop  générale.  C'est  bien  la  définition  du  n"  0  qui  s'im])ose  dans  les 
problèmes  que  nous  traitons  ici. 

16.    Rentanfues  sur  r équation  y  =■  H(./)  .  __    •  où  H  esl  une 

fonction  transccndunte  de  x.  —  Les  remarques  précédentes  en- 
traînent des  .conséquences  intéressantes  sur  l'écjuation  (2)  où  l'on 
remplacer  par  une  fonction  transcendante  convenable  d'une  nou- 
velle variable. 

Considérons,  dans  le  plan  des  ./■,  une  aire  A  située  tout  entière 
au-dessus  de  l'axe  réel,  et  limitée  par  un  C(»nt()ur  fermé  ((Ui  n'est 
nulle  part  analyticjue.  Soit  j;'  =  F(X)  une  fonction  effectuant 
la  représentation  conforme  de  A  sur  le  cercle  P  du  |)lan  des  \  qui 
il  l'origine  pour  cenlie  et  j)our  rayon  l'unité.   La  fonction  L(X), 
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hololuorplie  <l;iiis  T.  iidiiiri  la  circnnttMt.'iicf  F  cnmme  rniipiire 
essentielle. 

Si   nous  icmplaroiis  X  par  F(X|  dans  rt;(|iiati((ii  i  :>  i.   il   \ienl 

(  •.'.  hlS  )  -frr    =   -p— .  -    —^ =   Il  <  X  )  —^ , 

(/\       F  (  \  I  j'  -^  I  y  —  i 

11  (  X  )  (lésignanl  une  fonction  de  \.  Iioloniorplie  dans  F  ft  pré- 
sentant cotte  circonférence  comme  coupure  essentielle.  V  l'inté- 
rieur de  F,  rintégrale  r(X)  n'a  pas  de  points  sin<(uliers  (ixes. 

Supposons,  par  exemple,  que  F  soit  égal  à  /  pour  X=:o.  Défi- 
nissons une  intégrale  particulière  (>'X)  de  {'a  bis)  par  X  =  o, 
y  :=:}-".  .le  (lis  que  V intéf^rale  y'i\)  est  une  fonction  nnifornie 
ou  à  deux  bi  anches  selon  tfue  y^^  est  extérieur  ou  intérieur  à 
un  certain  domaine  \)'  du  plan  des  v". 

En  eftet,  soit  a  un  [)oinl  du  domaine  A;  consi<lérons  1  inté- 
grale jk(:c)  de  (2)  qui,  pour:r  =  rt,  est  égale  à  —  1.  et  faisons  dé- 
crire à  Xy  à  V intérieur  de  A,  un  chemin  quelconf[ue  joignant  les 
points  .r  =  a  et  .r  =  i\  soient,  comme  |)lus  haut,  »  i(rt),  JK2(«)  J^s 
deux  valeurs  ainsi  obtenues  pour  x  ^=  /;  (|uand  a  varie  dans  A,  ces 
deux  valeurs  J'i  (<'')••  y-^i/O  varient  <lans  un  ccilaiu  domaine  D' 
(com|)ris  dans  le  domaine  D  du  numéro  [trécédent).  Si  ^^''  est  inté- 
rieur à  D',  r intégrale  1'(X)  est  une  fonction  de  X  à  deux 
branches,  admettant  la  circonférence  F  comme  coupure  essen- 
tielle (  '  )  ;  si  y*'  est  extérieur  à  D'  ou  appartient  à  sa  frontière, 
y(X)  est  holomorphe  dans  la  circonférence  F  ^coupure  essen- 
tielle de y{X.)\  (2). 

Piemarquons  (jue  l'intégrale  générale  de  (ibis)  est  tlélinie  par 

la  relation 

I-  .  \  I 
yey  =  yOey  ^,^-^; 

soitXo=i,  d'où  F  =  i:  l*intégraley  = '^(X,  j'O),  définie  par 

i  yey  =  K"  t'.'Ti  X  ), 


(')  Soit>', (X),  y. (X)  ces  deux  branches:  v, -i-j»',  et  >',>';  sont  des  fonctions 
de  X  lioloinorpties  dans  V;  y(\)  admet  dans  P  un  seul  point  critique. 

(^)  Si  le  domaine  A  comprend  l'origine x  =  o,  rintO;:rale.y(  X  )  est  une  fonction 
qui  a  dans  T  un  seul  point  critique  (qui  est  fixe)  ou  au  contraire  deux  points 
critiques,  l'un  fixe,  l'aulre  mobile,  cela  suivant  que  y*  fait  partie  ou  non  d'un  certain 
domaine  D'.  Dans  le  dernitr  cas.  une  infinité  de  branches  de.>(\)  se  pennuti-nt 
sans  que  x  tourne  autour  des  points  critiques  fixes. 

B.  >' 
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est  une  fonction  de  Xà  une  ou  deux  branches  suivant  les  valeurs 
de  j»,  définie  seulement  dans  T  (coupure  essentielle),  et  une  fonc- 
tion de  y",  à  une  infinité  de  branches.  Si  y"  est  extérieur  au 
domaine  D',  une  seule  de  ces  branches  représente  l'intégrale  j'(X) 
égale  à  1'"  pour  X  =  o;  toutes  les  autres  branches  représentent  des 
intégrales  particulières  de  (2  bis)  qui  ne  se  permutent  pas  dans  le 
champ  des  X  avec  la  précédente.  Sij-"  est  intérieur  au  domaine  D'. 
la  même  remar(|ue  s'applique  à  toutes  les  branches  de  cp(X,y"), 
sauf  à  deux. 

Si  f"  varie  et  sort  de  D',  une  des  branches  de  'f  (X,  y^)  qui 
coïncide  avec  une  des  deux  branches  de  l'intégrale  j^(X)  définie 
par  X  =  o,  y^y^.,  cesse  de  jouir  de  celte  propriété  quand  y^ 
franchit  la  frontière  de  D'. 

Soit  r{.v)  l'intégrale  de  (2)  déhnie  par  x  =  «,  y  =  r%  et  soient 

y",  v!J )')!,  ...  les  valeurs  qu'acquiert  7(.r')   quand  x  décrit, 

à  partir  de  i,  un  contour  fermé  quelconque  sans  tourner  autour 
des  points  critiques  fixes.  Parmi  ces  valeurs  y",  y't,  ...,  il  en  est 
une  seule  ou  il  n'en  est  aucune  qui  soit  une  valeur,  pour  X  =  o,  de 
la  fonction  J'(X)  définie  par  X  =  o,  y  =  y»^  cela  selon  que  j»  est 
intérieur  ou  non  à  D'.  Les  branches  de  la  fonction  y  =  o(X,  j") 
représentent  les  intégrales  j(X)  de  (2  bis)  qui,  pour  X  =  o, 
prennent  les  valeurs 

17.  Dans  Texemple  précédent,  H(X)  est  une  fonction  uniforme 
à  ligne  singulière  essentielle.  On  peut  former  des  exemples  qui 
présentent  des  projjriélés  aussi  curieuses,  et  oùH(X  )  est  une  fonc- 
tion à  une  infinité  de  branches,  n'ayant  qu'un  nombre  fini  de  points 

singuliers. 

/dz 
>  et  soient 
/-(^_,)(-  +  X) 

a),(X),  o)2(X)  deux  périodes  primitives  de  celte  intégrale,  choi- 
sies de  façon  que,  pour  X  =  1,  une  des  valeurs  de  — ^  soit  4-  i. 
Posons 

a;=  ^(X)=T(X),         d'où         X  =  p(x), 
w, 

p  désignant  une  fonction  modulaire  de  x.  La  fonction  ^"(X)  est 
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li()loniut[)fie,  sauf  poui-  X  _=  (j,  .X.  z=  t ,  \  =  x.  Ce  cfiangeiuent  de 

vanahli's  lI•a^^lo|■|llC•  I  •'■i[iiali()n  (2)  dans  rt'(|iiali(>ti 

^X        T  (  \  )  y  -r-  I  r  —  I 

la  toiiclion  H(X)  re|)ir->iMilaiit  mio  fonclioa  à  une  iiifinilO  de  va- 
leurs, li<>l(>inoiplies  sauf  pour  X  ^  o.  X  = —  1,  X  ^  x.  Les  seuls 
points  ç  sont  donc  ici  lr>  puinis  <>,   1,  x. 

D(!(inissons  une  intégrale  ^(X)  en  prenant  \=  1  comme  valeur 
initiale  de  X,  en  adoptant  pour  X  =  i  la  hranclie  de  t(X)  qui  est 
égale  à  /,  et  en  appelant  i"  la  valeur  eorresj)ondanle  de  T'(X). 
Quand  X  varie  arbitrairement,  oc(\)  varie  dans  son  plan  au-iJessus 
de  l'axe  réel.  Il  suit  de  là  que  j'(X)  n'a  d  autres  points  critiques 
(lue  X=o,  X  =  —  I,  X^x  5/1"  est  extérieur  à  un  certain  do- 
maine  D"  du  plan  des  y"  ('  ).  Si  >"  est  intérieur  à  ce  domaine, 
j)'(X)  présente  un  point  criti»pie  m<jbile  et  un  seul. 

Quand  X  décrit  d.ins  son  |)lan  un  cont;)ur  fermé  ([uelconque 
sans  tourner  autour  des  points  X  =  o,  X  =  i ,  deux  valeurs  de  y[  X) 
au  plus  se  permutent  :  en  elVet,  le  contour  parcouru,  J7  =  t(X) 
reprend  sa  valeur  initiale,  et,  d'autre  part,  comme  x  n'a  jamais 
franchi  iaxt;  réel  de  son  plan,  la  fonction  v(.r  )  correspondante  ne 
saurait  prendre  (|u»^  deux  \aieiirs  au  plus  clia(pie  foi^  (jue  x  re- 
passe par  sa  jjositiou  inilialr. 

U  intégrale  y  {\)  de  i  éciuation  (■2  ter)  est  donc  une  fonction 
à  ]>oints  critiques  fixes  ou  à  deux  hranc/ies  permutables  autour 
des  points  critiques  mobiles,  selon  que  y^  est  extérieur  ou  inté- 
rieur à  un  certain  domaine  IJ'. 

Les  remarques  faite"  au  n  '  1()  sur  les  branches  i  en  nombre 
Infini)  de  la  lonclion  >' = '^l  X,  i",  X"  1.  |KMi\('ut  se  répétii-  ici: 
seules,  deux  ou  une  île  ces  branches  <  permut.ibics  dans  le  champ 

»  X 

(')    Considérons    la   rclalioii    >c.>  =  >•"«.'" —j  et    faisons   y=  —  1,    x*  =  j  ;    dans 

l'cdualion  v'er"  = »  faisons  varier  x  à   partir  de  1  au-dessus  de  laxc  réel, 

^  J  xe 

en  adoptant  pour  x  —  i  la  racine  double  k'  =  — 1;  la  racine  _i'(x)  décrit  alors 
le  domaine  D";  la  courbe  limite  de  ce  domaine  fait  partie  de  la  courbe  w  =  i- lange 
(  si  ^'  =  M  -H-  IV  )  (  voir  le  n°  13,  p.  i58  ). 
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des  v")  représentent  rint('|i;r;ile  J'(X)  qui,  pour  X  =  X",  est  ('gale 
à  y". 

Soit  \"=  i:  quiiuil  r"  fVauchit  l;i  Iront  irre  V  (le  D'.  une  hi-iinche 

de  o(  \,y'*,  X"  ).  ([ul  repi-ésente  rint(''i;rale  j'(  X,  r",  X"  I  tVuu  cMé 
de  r,  représente  de  l'autre  coté  une  intégrale  j^(X)  dont  aucune 
branciie  ne  prend  la  valeur  y". 
Si  Ion  avait  pos(' 

X  =  —  2  J  H —rr-  ^  —  M  -+-  '  (  A  ), 

une  des  valeurs  de  x  correspondant  à  une  certaine  valeur  X,  de  X 
serait  nulle.  L'équation  (2'^)  ainsi  obtenue  présente  un  quatrième 
point  ç,  à  savoir  X  =  X|.  Quand  X  varie  arbitrairement,  x  varie 
dans  son  plan  au-dessus  de  la  droite  |j  =  —  2  i  (si  x  ^  y. -^  ^i); 
selon  que  j'*^  est  extérieur  ou  non  à  un  certain  domaine  D'",  la  fonc- 
tion Jk(X)  n'a  cjue  des  points  critiques  fixes  ou  au  contraire  un 
point  critique  mobile  :  dans  ce  dernier  cas,  la  fonction  >'(X  )  a  une 
infinité  de  brauchesqul  se  permutent  sans  que  X  tourne  autour  des 

points  critiques  fixes.  La  fonction  y  ^  '-si  X,  j^",  X"  )  a  une  infinité 
de  branches  qui  se  permutent  clans  le  champ  des  y'^  ;  si  r"  est  in- 
térieur au  domaine  D'",  toutes  ces  branches  représentent  des 
valeurs  de  l'intégrale  j'(X),  dont  une  des  valeurs  pour  X=i 
esljK";  s\  y'^  est  extérieur  à  D'",  une  seule  de  ces  branches  repré- 
sente cette  intégrale. 

18.  Quelques  remarques  sur  (es  équations  dont  les  inté- 
i^rales  y{x)  sont  ries  fonctions  â  n  branches  en  plus.  —  Les 
exemples  précédents  font  comprendre  toute  la  dilficullé  de  la 
question  c[ue  nous  nous  [)osons  maintenant  : 

Quant  les  intéi^/y/les  y[x)  d'une  é(/uation 
(l)  y' =^  ^    '  / — ;-  (  p  et  Q  pitlynoiiies  en  y) 

ont  n  brandies  au  vlus,  V intégrale  générale  jy  =  o(a:,  y",  a;"'  ) 
est-elle  nécessairement  une  fonction  algébrique  de  y*^? 

Si  nous  ne  faisons  aucune  hypothèse  sur  les  fonctions  analy- 
tiques aj{x)^  bj{x).,  coelficienls  des  polynômes  P  et  Q  en  j-,  la 
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réponse  est  sûremcnl  néi^'oti^w.  L"ex<'in|)le  du  miméro  \iS  nous  a 
montré  une  équation  (i;  dont  les  eoedlicients  sont  des  fonetions 
uniformes  affectées  d'une  lii;ne  sin<;uli»"'rc,  el  dont  l'intéi^rale  j<éné- 

rale  y  =  -j  I  j?.  _yO,  x^  )  est  une  Ion  cl  ion  I  iMn^frndiuitc  de  t",  hien 
que  clia(|ue  intégrale  particulière j^(x)  soit  nuf  fonction  uniforme 
ou  à  deux  branches  (selon  la  valeur  de  v"). 

Plus  f;énéralement,  posons-nous  la  «jucslion  pi-i'ci-dt-nlr  en  ad- 
nicUnnl  sridcincnt  (|iic  cliin/nf  iiitrmrtilc  ncijuiiTl  -m  pin-. 
n  hiiinclu's  auioiir  des  points  ciili'/ites  mobiles.  1^  exem|)l<'  du 
numéro  17  nous  nionlie  (pic  la  rc|>onse  est  négative,  même  dans 
un  cas  où  les  coef  li(i<nl>  di-  I'  et  i)  sont  des  fonctions  de  a:  navant 
que  tfois  points  sini|,ulicrs  (  mais  nnt'  infinité  de  branches). 

Mais  restreignons-nous  au  cas  où  V  et  (^  sont  aussi  des  poly- 
nômes en  X  et  où  y{x)  admet  n  branches  au  plus.  (Quelle  est 
alors  la  réponse  à  la  question  posée? 

Traitons  d  abord  le  cas  de  n  =  2. 

19.  Cas  où  les  intégrales  y{-r)  ont  deu  r  branches  au  ptus(^). 
—  S(jil  Qi(.)',  x)  un  des  polvnoin(^>  qui  sont  «'n  fadeur  ilans  i) 
(polynôme  qui  se  confond  avec  (^  Ini-nn^me  si  O  e-«l  irrt'dnctible  ) 
et  soit  X  =^  y.,  y  ^  |i  un  point  de  la  conrbe  aliii'briqiie 

(■2)  Q,(i,  a)  =  0. 

Si  a  est  une  valenr  (pieleonijne  distincte  d<'s  -.  I  iiitt''i;rale  v  (x) 
qui,  pour  x  =  y.  est  •'•j;ale  à  [j,  admet  x  =  a  comme  point  critique 
algébrique  autour  duquel  deux  branches  r,,  i'^  de  )'(  x  )  se  per- 
mutent: les  combinaisons  )', -h  l'.j  et  )',  l'j  n'ont  qu'une  seule 
valeur  (piels  que  soient  a*  et  le  point  (a.  j)  de  l.i  eonrbe  (^•i); 
autrement  dit.  les  fonctions 

y\^yi=  4-^'.  2='  ?).      ^iri=  /.'•''.  ^f-  ?) 

sont  des  fonctions  unifnrn}i's  de  x  et  dn  |)oint    in.ilyli.pje  x.   i.  el 
ces  fonctions  ne  peu\enl  .idniellie  eoinine  points  >in-(iliei>  tiMU^- 


(')  Nous  admellons  qu'une  iiué;;r.ilc  piirliculicre,  au  moins,  a   tlcuv   brandies 
sinon  i'cquulion  sérail  une  équatiun  de  Hiccati. 
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cendanls  que  les  valeurs  x=l  dans  le  champ  des  .r  et  les  va- 
leurs a=  H  dans  le  champ  des  a.  La  fonction  j^  vérifie  réqualion 

(:i)  72-h  4^(3;,  a,  Pjy-f-  //.r,  a,  ,3)  =  o. 

Supposons  d'abord  cpie  'l  cl  y  ne  soient  pas  tous  deux  lalionnels 
en  a,  jj,  et  soit  a  =  ç  un  point  transcendant  de  'l  (ou  de  y);  si  l'on 
pose  a  —  ^  =  V',  V  étant  un  entier  convenable,  |j  est  rationnel  en  t 
pour  t  voisin  de  zéro,  et  les  fonctions  'l  et  y  de  (^,  ^)  sont  uni- 
formes en  t  pour  ^  voisin  de  zéro;  ^  =  o  est  donc  un  point  singu- 
lier essentiel  (au  sens  de  A\  eiei'strass)  de  'l  (ou  de  y). 

Ov y[x)  vérifie  la  relation 

(.1)  y^-^^{x,  t)y  -^'lix,  t)=^o, 

et  d'après  un  théorème  aujourd'hui  bien  établi  ('),  si  dans  cette 
relation  (où  x  a  reçu  une  valeur  numérique  r"  ),  je  donne  à  j>^une 
valeur  arbitraire  jk'S  léquation  en  t  ainsi  obtenue  admet  une  infi- 
nité de  racines,  soit  tj^  voisines  det^o,  sauf  pour  quatre  valeurs 

au  plus  de  y".  L'intégrale  7'(^).  définie  par  .r",  y^ ^  admet  donc 
une  infinité  de  points  critiques  mobiles  jc  ^  a  =  ^  -f-  t'':^  sauf  peut- 
être  pour  quatre  valeurs  de  j'^. 

Supposons  maintenant  que  'h  et  y  soient  rationnels  en  a.  Il  est 
évident  que  y  est  une  f(jnction  algébrique  de  y^.  D'ailleurs,  l'in- 
tégrale 7' (.2^)  définie  par  x^^y^  a  deux  valeurs,  à  moins  que  toutes 
les  racines  a  définies  par 

(5)  (jK»)2-t- J;(irO,  a,  p)  yo-^- y_(^o.  a,  [3)  =0,  Qi(a,  p)  =  o 

soient  confondues  avec  des  \aleurs  H. 

Soit  /•  le   nombre  des  points  ^  (en  y  comprenant  é\cntuclle- 


(  '  )  I>e  llléoréme  {général  au(]uel  je  fais  allusion  est  le  suivant  :  Si  tlans  la  relation 
(E)  -+A„_,(Or'~'  +  ---+A„(0=o, 

les  A  sont  uiiif<iriiies  [iniir  t  voisin  de  zéro  et  adiiicllenl  t  =^  o  CDUinie  point 
essentiel  isolé,  l'équation  {E)  en  /  admet  une  infinité  de  racines  voisines  de  zéro, 
sauf  pour  2/1  valeurs  au  plus  de  y. 
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nient  ç  =gc)  :  comme  QCj,  y-)  tsl  an  plus  (ic(l<'},'r«-  <y  m  'i.  !<•  n<iiiil»re 
(le  valeurs  de  >'"  eoricspontlanl  d  a|irL'S  (5j  aux  /*  Nîileiirs  a  =:  ç, 

est  an  plus  (le   '.nir.  j) di'i  ce  tlicinriiie  : 

Thkoukmk.  —  QikiikI  les  inlr<:rales y{x)  d'une  ('fjiintioii  ^ifui 
n'est  pas  une  é<juation  <le  Riccali) 

(i)  -i-  =  — •■ (  P  el  O  ix.lvnomes  en  x,  y) 

dx        i){ y.  X)  ^  1      -  '  ^ 

sni}t  des  fondions  <)  deur  hnuiches  au  plus,   elles  ont  toltes 
(leur  hranches  sauf  pf.it-ètuk  u.\  nomhhk  kim  d  k.ntrk  elles  ('). 

L"in[(''grale  j^énérale  Y  ^=  C3(.r,  i'",  x^)  est,  pai-  suite,  une  fonc- 
tion algébrique  de  >'"  ;  on  esl  ramené  au  cas  des  numéros  7  et  S. 

20.  I>a  dénionstralKjn  s  étend  d  elle-même  au  cas  où  les  CMefli- 
cients  aj[x),  bi(x)  de  P  et  de  Q  sont  des  fonctions  uniformes  dex 
admettant  au  moins  ////  point  singulier  essentiel  isolé  (-  ).  D'autre 
part,  rpiand  ces  cueflicients  admettent  une  lif^ne  sin«;ulière.  l'in- 
tégrale i;<''nérale  T'(\r)  |)eut  être  une  fonction  à  deux  hranches  au 
plus,  et  en  même  temps  une  fonction  transcendante  de  ■)'".  Le  seul 
cas  qui  reste  douteux  est  celui  où  les  cuefticients  «y(.z-  ),  b/{x)  sont 
des  fonctions  uniformes  admettant  un  ensemhle  parfait  e|  nulh' 
part  continu  de  points  singuliers. 

21.  Supposons  maintenant  que  les  intégrales  yi^x)  de  [i)  ac- 
quièrent an  plus  deux  hranches  autour  des  points  eritiifues 
mobiles.   En    raisonnant    coiiime   au    numéro    il),   on  \oil    (pie    les 


(')  Ce  nomiîre  esl  au  plus  é^al  à  !\  à  moins  que  les  points  critiiiucs  do  cliaijue 
intégrale  ^'(ar)  ne  soient  en  nombre /j/j/. 

(')  J'entends  par  là  qu'un  tel  point  est  point  essentiel  isolé  d'au  moins  un  des 
coefficients  a  ,  6,,  el  <|u'il  est,  pour  les  autres,  point  essentiel  isolé,  pôle  ou  point 
régulier.  Soit  ç  un  tel  point  :  y(,x)  vérifie  une  équation  do  la  forme  (3),  et  en 
éliminant  !il  entre  les  équations  (i)  et  (3),  on  forme  une  rolalion  de  la  forme 

y""+  A„_,(x,  a).v"'-'-H...H-  A,(j;,  a)  =  o, 

où  a  =  t  esl  point  essentiel  isolé  des  fonctions  A-  uniformes  en  a.  Laissons  à  x 
une  valeur  numérique  :  roi|iialioii  en  a  a  une  inlinilé  de  r.ioinos  \oisines  de  a, 
sauf  pour  y  valeurs  au  plus  de  y. 
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cniiihinaisoiis  7',  -{-  y.,^  •l(x.  a.  [j),  t,  1'^  =  y  fx,  a.  |ii)  sont  des 
foiulions  (le  x  n'avanl  <|iic  des  siiifiiilarilés  polaires  en  dehors  des 
|i(iinl>  jf  =  ç  ;  ce  sont.  |);ii'  >iiile,  des  lt)n(ti(>n>  du  |iiiinl  analv- 
llque  (a,  [ii),  c'esl-à-dire  de  a,  qui  dans  le  eliamj)  des  a  ont  lonles 
lenp'^  singularilés  non  |)olaires  fixes  :  ces  singularités  sont,  ou  les 
|>(iinls  rriiifjues  de  [jiai.  ou  les  \aleiii'S  a  =  ç ;  les  sinj;ularilés 
tran>rendant»'s  loiil  paitio  n('ce>saiieiiicnl  des  valeui's  7.=  z  ('). 
11  suit  de  là  <ju"on  petit  imaginer  dans  le  plan  des  .r  une  infinité 
f/e/?o///^/rtZ//f' de  elieniinsLallanl  de  .r"  en  x,  indépemlunls  delà 
constante  a,  et  lels  qu'on  obtienne  tontes  les  \aleurs  de  '\ix)  et 
de  '/(x)  en  ])ailaiil  de  ./•'  avec  une  Ijcanche  ai'hitraireinciil  (■llltl■^l(^ 
et  en  allant  eu  x  sur  les  divers  eliemins  L.  Soit  'bf  et  -i/j  ileux 
branches  de  ■}(^)  correspondant  aux  chemins  !.,.  Lo  ;  si  pour  une 
certaine  \aleur  de  a,  -i/,  et  'i-^  se  confondent,  celle  \aleur  satislait 
à  la  condition  -i-il-r,  a.  ^i):='v;;(x,  a.  ^i),  et  une  reniaïupu' ana- 
logue s'aj)plique  à  la  lonction  y.  vSup|)osons  iiiainlcnanl  (pif  cliacpie 
intégrale  i'(^r)  acquière  dans  tout  le  plan  des  x  un  nombre  ///</ de 
valeurs.  Il  résulte  des  renu\rques  précédentes  que  ce  nombre  est  le 
même  ([uidle  tpie  soil  rinli'graK-  (•()nsidér(''c,  satii  |)eut-t'ii-f  pour 
certaines  int('grales  ioimanl  un  ensendjle  dénoml)rable  (-1.  Par 
conséquent,  on  est  ramené  au  cas  étudié  dans  le  numéro  7.  i>  in- 


(')   Eli  ;;ciici-;il,  ces  valeurs  x  —  l   sont  des   siii^uiiiiilcs  Iransceiuliinles  de  'y  et 
de  •/.  Cniisidérons.  pur  exemple,  l'é(]u;ilii)ii 

(  .r-  -+- 1  ) 

y  - 


duiil  l'iiiU-yriile  générale  est 

..     (--M 


(?  =  <)): 


un  de-  points  \  csl  l'oiiyinc  cl  a  =  o  est  un  point  essentiel  de 

yxy-i^  /(-î^.  a)     e  ••    *   -  I. 

Ml' Mil-  riiii.ii  •|iii-  -m   ri'xemple 

y-~  log-r  —  lo^a. 
(•)   lin  edet,  ehaiiiic  éi|iiali<>n 

<^^Çc,  a,  ji)  =  .;,(J,  a.  ?)  [avec  Q,(a.  ?)  =:ol 

ne  (lé(inil  qu'im  enseinl)le  dénomhfalde  de  valeurs  a.  l  ne  infinité  dénoiiiliralile  de 
telles  éijualions  ne  saurait  delinir  .lu'iiti   ensi-inlde  di-noiiilir.ihle  de  valeurs  2. 
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légrale  i:<'in  raie  il  x,  )■",  .r"  )  c^l   iiin-  Iniirlii-n  ;ili;t'-|ji  i(|ii<' «le  1". 

I)c  plus,    crllc  inli'uilllf  |pflll    M'  lililln-  snil".  1,1   Imiur 

j  ""-f-  \„-i(x,  a)j"-'-r-...-,-  A,(j",  a;_7--H  A„(x,  a)  =  0. 

m  (l<''sii:ii;iiil  1111  <eil;iiii  fniifr.  cl  lc>  .\j  des  fonclimis  liiiiforines 
de  u'  cl  tic  aijiii  ne  |>cii\fiil  jnliiii-llrc  «'oniine  siiii;ulaiil<''>  non  jm»- 
laires  qne  le>  points  j-  =z  z  t-l  y.  =:  ç. 

Si  les  Ay  ne  sont  |)as  lon>  ralionncU  en  V..  Il  ne  |)«'iit  v  a\<iir  pins 
(le  2  m  i  nléi;  rai  es  !'(./■  )  aviinl  tous  leiir->  |ioiMls  ciitlcpi.^  ronfondus 
avec  les  |)(^inls  ç. 

Le  I  ai«5onn(iMenl  >  ('•lend  de  iiii-Miènn-  au  ca;»  où  les  crM-Hi- 
elcnls  aj(.r),  ^/(./jde  I*  el  i^  ^el•aienl  al^('l»ri(pit'-,  <|  non  ralion- 
ncU  en  .r ).  Nous  |)ou\ons  donc  énoncer  le  ihéorènie  >nlvanl  : 

TnKOHÉMi:.  —  Qnitnd  ihiujin'  inlr^rah'  y{x)  (l'iiiit'  rfjuation 

•''  »'•  y')  ,.  ,  ■     I    ■ 

Y  =  — '■ (  1    cl  (»  ipolv  tn'ti.i's  en  1'  iili:il>i  i.iiies  «'n  t\ 

n'a  <iii' lin  noinhir  fini  ilr  hiiinrlu's  ri  tirtjiiii'il  au  plus  «Icux 
XHileiirs  (111  Ion  r  des  />oinls  rri/i'/iies  ninhih's,  /inlei.'rn/i'  i'c- 
nérnh'  v^.r.  y",  .r"  )  csi  niu'  fonclian  nlL^rlniiinr  /A»  y'\  et  il 
n'  existi>  ijii  II  n  nonihic  fini  ilinli'Lirnlt's  inan  l  Imis  /rni  s  jmints 
CfifK/nrs  con  /mir/ns  inrr  /rs  /><>t/i/s  /i.rrs  ;. 

Ilidin  11  d<'rnon>lral -on  s'appliipn-  encore  au  ea»  où  les  roeffi- 
ci«'nls  it/[.r),  /i/{X)  de  I'  cl  (  >  -onl  de>  t"onelion>  lian>cendanles  à 
un  noiid)re  lîni  de  Ijranclio  adnicitanl  an  moins  un  point  singulier 
essentiel  is<dé  (  '  ). 

Celte  d«''inon>liation  peut-elle  >  élendie  au  ea>  où  le  nuinhro 
niaxinn:  1  //  des  luanelies  peiniutables  autour  dc«.  point>  eriliquo 
inol)iles  d<']  asse  '.>.'!  l'our  (pi  d  en  fût  ain>i  1-1,  d  l.iudiail  .111  préa- 
lal>le  a\oii'  diuionlre  le  llicorcnie  >ui\.miI   : 


(  '  )  .reiUnuis  piir  hi  qu'un  ttl  poiiU,  s<>ii  j;  —  ;,  n'est  |ii>iir  aiu  un  des  ci»clli»'i«?Dl«i 
o  ,  b,  un  poinl  liiiiile  de  ptiinls  sin;;uiiers  Iransicuilants  cl  qu  il  est  pouit  trans- 
ccndiint  |ioiir  un  au  moins  de  ces  coefficients. 

(')  Si  n  est  >  a,  mais  si  (^  renferme  en  fai-lcur  un  polynôme  a  la  puissan- • 
(rt  — 1).  -soil  I ',>,(.>',  J  )]""',  les  raisonnenunts  du  n  l'.(  el  du  n  ".M  s'appliquent 
sans  iiiodilicatiuns. 
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Théorème  A  (?).  —  Si  dans  la  relation 

yn  -+-  A,„_,  (  OjK'"-'  ^.  -  .^  A,  (t}y  -^  Ao( D  =  o 

les  A/  sont  des  fonctions  uniformes  de  t  n'ayant  qu'un  nombre 
fini  de  points  essentiels,  les  points  singuliers  transcendants  de 
la  fonction  t(y)  ainsi  dé/inie  forment  nécessairement  u/t  en- 
semble dénombrable. 

Bien  que  celle  proposition  ne  soil  pas  douteuse,  elle  n'est  pas 
encore  démontrée  rigoureusement,  même  dans  le  cas  où  t[y)  esl 
l'inverse  d'une  fonction  entière  t(;). 

Je  vais  indiquer  brièvement  une  autre  méthode  pour  étudier  le 
cas  de  n  (jiielconque. 

22.  Propriétés  des  équations  dont  les  intégrales  y (x)  ont  au 
plus  n  branches.  —  Su|>posonsqueles  intégrales  jk(-'P)  de  l'équation 

,  \  ^'^'        P  (  r,  ;r  ) 

(i)  -r-  =  TT-^ (  I  7  Q  polynômes  en  x.  y) 

^  ^  dx        Q{_}%  X)  '  -^  i      .  ./  ' 

aient  au  plus  n  branches,  et  que  le  nombre  maximum  de  ces 
branches  permutables  autour  des  points  critiques  mobiles  soil 
v(v</i). 

Appelons  intégrales  exception/telles  d'espèce  i,n  les  intégrales 
qui  acquièrent  moins  de  v  branches  autour  des  points  critiques 
mobiles  (').  Si  une  intégrale  >'(j-)  définie  par  a:",  y^  n'est  pas 
exceptionnelle  d'espèce  imi  le  raisonnement  du  n"  7  montre  que 
les  combinaisons  symétriques  des  v  branches  permutables  autour 
des  points  critic[ues  mobiles  sont  des  fonctions  méromorphes  de  j'" 
j)Our  la  \aleur  y"  considérée. 

Appelons  intégrales  exceptionnelles  d'espèce  if  les  intégrales 
qui  ont  moins  de /^  branches  distinctes  (-).  Si  une  intégrale  définie 
par  x",  ;)'*'  nest  pas  exceptionnelle  d'espèce  /^,  les  combinaisons 
symétriques  de  ses  n  i)ranclies  sont  des  fondions  méromorphes 
de jyo  pour  la  valeur  jk"  considérée  (n"  o). 

Supposons  maintenant  (ju'une  intégrale,  soil  \  (-'"),  tléfinie  par 
x=  x^^y=  A,  soit  exceptionnelle  à  la  fois  des  deux  espèces  /,„ 


(')  L'indice  m  ra(>pelle  le  rùlc  des  points  critiques  mobiles. 
(■')  L'indice/  rappi^lle  le  rùle  des  points  critiques  lixes. 


1 
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elif.  Il  peut  se  faire  (|ii"ll  e\l>lf'  //  clieiiiiii-  1  miki-kmja.nts  de  y* 
allanl  de  :r"'  en  x  et  Icis  <|iic,  jxnir  r"  tjii«'|i()ii(|Mi-  mais  \oisiii  de  0, 
y(  j:,  r",.r"  )  acquière  n  valeurs  distinctes  su i- (•(•-<  //  clieniins.  (  hiand 
il  en  est  ainsi,  le  raisoniicnieni  du  n"  .\  niuutii-  (iin-  \i--  i  i.iuln- 
naisons  s  v  m  «''triques  des  n  branches  de  jj-M  x,  ^",  jt"  )  sont  inéro- 
morplies  pourj>^"^  b.  Ce  cas  se  présente  si  V(x")  est  une  fomlion 

k -.  :^  II'   branches  (/    étant    un   certain    liniscui-    de    //  »  ••!    -1    |r> 
y  ^-^        

11  branches  de  y{x^  y^^  ic"  )  se  confondcnl.  |>.ir  // ^roupe>  de  /. 
avec  les  //  branches  de  Y(ar)  pour  1"  tendant  vers  h  (^'). 

Nous  dirons,  dans  ce  cas.  (pic  l'intégrale  V(x)  est  à  appnri'nce 
exceplionnelLe,  el  nous  couvenons  d'appeler  intr<^ral('  n'i'ili'.mfnt 
exceptionnelle  Voule  intégrale  à  la  lois  exccptnuanelle  tlrsprci'  /,„ 
et  d'espèce  if  et  telle  de  |)lus  que  la  coikIiIimu  pré-cé-ib-nlc  ne  soil 
pas  rem|)lie. 

Ceci  posé,  si  les  inlégiiiles  réellement  exceptinum'llcs  fnmxi'n t 
un  ensemble  dénonibvable,  le  raisonnement  du  n"  7  iininlrc 
que  les  combina' sons  symétii«[ues  des  v  valcuixliine  intégrale  i'(x) 
permutables  autour  des  poinl>  critKpics  mnbiics  sont  de-,  fduciinns 
rationnelles  de  )". 

Tout  le  problème  est  donc  ramené  au  -«iiixaul  :  Les  inli"j:rales 
exceptionnelles  à  la  fois  d'espèce  /,„  et  d'espèce  ifpt'u\fnl-i'lles 
former  un  ensemble  non  dênombrable? 

23.  Siniiularité  de  y  rei^ardrc  comme  fonction  de  >"".  — 
Admettons  que  les  intégrales  exceptiimnello  i'ormcnl  un  ensemble 
non  di'-nombrable,  et  soil  jc  =  j:",  Y  =^  e  îles  conditions  initiale-^ 
définissant  une  telle  intégrale.  L'ensemble  «L"  des  valeurs  r  dan>  le 
cliaiu|t  d<;s  y"  est,  suivant  une  remartpie  ih'jà  laile  (n"  o  ).  un  eii- 


(')  Si  l"inlL-j;iale  î^t-iu-ralo  tic  I<c|tiuli(>ii  consiiiérce  esl  _>  =  \'-r  (  x  —  C  ).  l'inié- 
gralc  ^  (  J7)  qui  correspond  à  C  =  u  csl  excepliuiinelle  d'espèce  i„,  mais  non  d'es- 
pèce /,s  Si  l'inté;;rale  générale  est  y  —  y  a; -H  1 -H  Cyi".  I'mtéi:rale  V(J)  qui  cor- 
respond à  C  =  o  esl  exceptionnelle  d'espèce  «^  mais  non  <l'espèce  <^.  Enlin.  si  lin- 


y 


tégrale  esl  définie  par  — '- =  Cj:,    r'csl-à-diro    par   y  —  Cx  -t-  \  Cx'  ./•  -  1   . 

rintéf;rale  ^  (x)  qui   correspond  à   C  =  o  est  exioplioimclle  d'espèce   /^  el  ilcs- 
péce  /  ,  mais  n'esl  \\\\  apparemment  exceptionnelle . 


semble  fermé.  Puisqu'il  n'est  pas  dénoinbrahle,  trois  hypothèses 
sont  j)Ossil)les  : 

Ou  l)ien  des  aires  haies  du  phiii  des  j-"  font  partie  de  1  en- 
seml)le  >L'  ; 

Ou  bien  aueune  aire  ne  fait  partie  de  lensemble  o,  mais  ce-t 
enseml^le  renferme  des  lignes  (j'entends  des  ensembles  parfaits 
bien  enchaînés  ne  comprenant  aucune  aire); 

Ou  bien  enhn  aucun  ensemble  continu  liien  enchaîné  ne  fait 
partie  de  C. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  il  existe  au  moins  une  lii;ne  (au 
sens  de  Cantor),  soit  1^,  qui  fait  tout  entière  partie  de  «1^.  et  dont 
chaque  point  a  dans  son  voisinage  des  points  n'appartenant  pas 
à  C.  Montrons  que  la  chose  est  impossible. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  me  limiterai  au  cas  où  n^:^i  (l'équa- 
tion n'étant  pas  une  équation  de  Riccati).  Dans  ces  conditions, 
une  intégrale  au  moins,  soit  Y(j?),  acquiert  ses  deux  valeurs 
autour  d'un  point  j:^-  distinct  des  points;,  et  par  suite  toutes  les  inté- 
grales j'(x)  voisines  de  ^{x)  ont  au  moins  un  point  critique  mo- 
bile autour  duquel  les  deux  branches  de  >'(:r)  se  permutent. 

2i.  Démonstration  d' un  lenxiuc.  —  Si  i"  n'appartient  pas  à  c, 
à  celte  valeur  correspond  au  moins  un  j)oint  critique  mobile  j  =  a 

luff.  I. 


de  ^iX'X),  point  distinct  des  ç  et  où  y  prend  la  valeur  [j  (^linie  ou 
infinie)  satisfaisant  à  la  relation 

(•2)  Q([3,a)  =  o. 

11  est  loisible  de  faire  en  sorte  que  j"  =  oc  ne  fasse  pas  partie  des 
|)0inls  q;  posons  alors 

p  =  (a-t.)(a-^o)...(a-i/,). 

/  <'lant  le  noud)re  des  j)oints  \.  La  quantité  p,  pour  chaque  valeur 
de  ')'"  non  comprise  dans  c",  a  au  moins  une  valeur  dillérenle  de 
zéro;  j'ap|)<di('  /(  y")  la  limite  supérieure  des  uiodules  des  diserses 
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valeurs  de  p  corresponfliiiit  ;i  y"  (  '  i.  Je  flis  iim-  r  iriul  vers  ziho 
quand  y^^  tend  vers  un  /loint  r  de  C  et  i-n  /inriiculier  vers  un 
point  quelconque  de  L. 

hn  ellel,  supposons  (|ii  il  ru  sml  .ml  n'iiifiil .  I  )  .lpn••^  iiiir  pr.ipo- 
sition  aiijourd'liui  classitpie  de  la  ihéoric  des  limilcs,  il  cxisicrait 
an  moins  nnc  valeur  x  =  .r,  {-)  distincte  des  valeurs  ;  et  telle  ipie 
poni-  des  ['■')  valeurs  )"  tend. ml  \eis  r.  y.  irnde  vers  ./■",  ,3  tendant 
par  snile  xcrs  une  des  y  \;denrs  )'|  ilidinir^  p.n-  (M 

Le  couple  (.r,,  )',  i  n'animle  pas  V(}%  x),  pnixpir  v,  n"est  pas  un 
point  ç.  l/inlé{;rale  \  (  ./•  1  delinie  par  (./=:./•,,  y  =  )-,  )  est  une 
inléj^rale  à  deux  branches  ^  ,.  \2.  /lerniufahles  autour  du  />n{nt 
X  ^x^.  Quand  ]'"  tend  \ersr,  l'intégrale  )(  .z-,  )0^  ^n  )  |,ien  d<'linie 
pmn-  X  voisin  de  .a"  tend  \ers  une  des  deux  tonetimi^  '^  ,  ./ 
ou  >  ■i{'^')t  et  par  suite  l'iritt-^rale  >' (.r,  c,  x*^  )  se  confond  av.-e  ^  x). 
La  valeur  c  ne  ferait  donc  point  jiartie  ilc  IVn-^endile  vL'. 

!2o.  Le  lenmie  prt'ct'-dent  entraine  cette  conséquence  i\y\une 
lii;ne  telle  que  L  ne  saurait  exister. 

En  ell'et,  considérons  dans  le  plan  des  r"  un  point  l'  ne  tai>.int 
pas  partie  de  C  et  voisin  de  L,  tel  que  :  i  "  deux  certaines  droites  M  V, 
MB  issues  de  M  et  faisant  un  angle  de  120"  rencontrent  Len  d<  u\ 
points  A  et  B  équidistants  de  M;  2"  un  ensemble  continu  appar- 
tenant à  L  et  joiij;nant  V,  l>  reste  à  une  distance  de  M  moindre 
qu  une  (pi;oitlté  lînie  /.  il  est  loisd)le'  d  adnieltie  (pu-  M  e-l  liui^ine. 
Soient  maintenant  C^  et  C^  les  deux  ensembles  ipii  se  déduisent  île 
l'ensemble  C  en  le  faisant  tournei*  autour  de  M  de  luo"  et  de  a.ji»"- 
et  vL'  l'ensemble  formé  par  la  réunion  de  «L\  c,,  C-^.  Appelons  D  îe 
domaine  de  tous  les  points  y"  qu'on  peut  alt<'indre  en  partant  de  M 
sans  rencontrer  aucun  point  de  il'  \  ce  domaine  compreml  M  .1  -ion 

(  '  )  /■  est  H- X    si  une  valeur  ilc  a  correspondant  ;j  >-' est  iiilinic. 

(-)  X.  pourriiit   ôlre  -1-  x,  mais  en   clian;:e<int  x  en  t>n    ramènerait    x,  à 

X  ■■<-  a  ' 

distance  linie. 

(')   Mais  non  pas  nécessairement   punr  toutes  les  valeurs  >'  voisines  de  c. 

(  '  )  Il  est  loisible  de  supposer  (nioycniiant  un  clian^emcnt  liomo;;rapliii|ue  sur_>'  ) 
que  q  =:  p  —  2,  et  que  Q(^'i;  -v,  )  est  bien  de  det;ré  </  en  y. 
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intérieur;  il  est  intérieur  à  un  angle  de  centre  M  et  de  rayon  /;  il 
est  donc  limité  par  une  ligne  fermée,  soit  A.  Ceci  posé,  s  désignant 

cos  —  +  i  s'in  ^5  considérons  l'expression 
3  î 

Cette  fonction  peut  avoir  une  infinité  de  déterminations;  appe- 
lons s{y'^)  la  limite  supérieure  des  modules  de  ces  valeurs  pour  y^ 
donné.  Si  j"  fait  |)artie  de  C' ,  ^(jo)  est  nul  et  réciproquement.  La 
(|uantité  s{r^)  s'annule  (')  sur  la  frontière  A  de  D;  elle  est  diffé- 
rente de  zéro  en  M;  appelons  S  la  limite  supérieure  de  s{y^) 
pour  y'^  variant  dans  D. 

D'après  un  théorème  classique  de  la  théorie  des  limites,  il  existe 
au  moins  un  point  Q  ou  r"  =  "^  appartenant  au  domaine  D  ou  à  ses 
points  frontières  et  tel  que,  pour  des  valeurs  j"  tendant  vers  6,  le 
module  d'une  branche,  soit  a-,,  de  a-(r»)  tende  vers  S.  Il  suit  de 
là  (n"  2i)  qu'il  existe  dans  le  champ  des  x  au  moins  un  point, 
soit  ^,,  distinct  des  i,  et  qui  jouit  de  la  propriété  suivante  :  pour 
des  valeurs  de  j«  tendant  vers  b,  l'intégrale  y(x^  j»,  x^  )  a  un  point 
critique  a  tendant  vers  Xs  et  donnant  à  3-(j'»)  une  valeur  dont  le 
module  tend  vers  S;  la  valeur  de  y  correspondant  à  x  =  a  tend 
vers  une  racine  j,  de  ^^(ri,  X\)^=o. 

Considérons  donc  l'intégrale  à  deux  branches  Y(.r)  définie  par 
j7  =  X,,  j  =  ri  ;  une  de  ses  valeurs  pour  x  =^  x^  coïncide  néces- 
sairement avec  b.  La  branche  de  la  fonction  <t(  J»)  qui,  pour  j»  =  6, 
correspond  à  a  =  ri,  est  algébroïde  finie  et  différente  de  zéro  pour 
y<^z=b]  mais,  d'autre  part,  son  module  est  égal  à  S  et,  par  suite, 

on  a 

la(j»)|S|7(^)| 

pour  j)'"  voisin  de  6,  ce  qui  est  impossible  (-). 


{ ■  )  Du  moment  que  M  a  été  pris  liés  voisin  de  L  et  /  très  petit,  la  quantité  /•  (,>"  ) 
est  très  voisine  de  zéro  dans  le  domaine  1)  voisin  de  L,  et  par  suite  aussi  ''{ty"), 
''{^^y")y  car  D  se  transforme  en  lui-même  par  une  rotation  de  i8o"  ou  de  a'io- 
autour  de  M.  Comme  /-(y")  s'annule  en  tout  point  de  C,  il  en  est  de  même  du 
produit  s^riy")  /-{zy")  riz-y").  Ce  produit  s'annule  donc  en  tout  point  de  il^'. 
De  plus,  la  limite  supérieure  de  .s(jK°)  dans  D  est  finie  (et  même  petite). 

{-)  Quand  une  fonction  analytitiuc  est  algébroïde  pour  une  valeur  de  la  varialde, 
il  est  impossible  que  son  module  soit  maximum  pour  cette  valeur. 
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Nous  avons  donc  tli'-inouti»'  ;iih->i  (••  t  lit'ofrriif  : 

Thkoiikme.  ■ —  //  est  inifjnssihlc  tfiic  l' etist'inhlf  frinn'  C  ihi 
plan  des  y'"  comprenne  un  cnseniltlc  continu. 

La  tléiiionslralioii  pi  l'ci'dciilc  «.iippox'  //  z=  :i.  Illlc  s'<'-lt'iitl  iiiovrii- 
naiiL  quelques  coin  I  il  Mal  10  II  >  au  (;!>  ilr  //  (|u<'l(  (»n(|u»'.  (  )n  <J<•nlorltl•^ 
(|ut',  <[uan<l  r"  Icnd  nci-  un  |ioinl  r  df  v'.  un  |ioinl  (  riliqur  luoliilt' 

au  moins,  soil  x  =z  a,  de  iM  J-\  ^''\  •<"  '  tend  ver^  un  poinl  ;.  <  )n  en 
(léduiL  ensuite  que  >1"  ne  peut  comprendre  d  en><'inl)l<'  conlinu  1  '  ). 

26.  Cas  où  l'ensemble  fcrinr  C  ne  comprend  tiiirnn  cnsi-nihli' 
continu.  —  Considérons  une  inlé>;rale  y{-x:)  à  //  l>ian(lii'>,  ei  le> 
combinaisons  symétriques  \„_.,=:S>-,.  \„^._.  =  ï  >•,  1 .,,  ...  de  ces 
n  l)ranches.  Les  expressions  A„_i,  A,;_j,  ...  sont  de>  fondions 
unifoiines  de  x  et  de  y^\  (jui,  dans  le  champ  des  d\  n  ont  pas  de 
points  transcendants  en  d<dioi-s  des  points  ;  et  dans  le  chaïuj)  des  >'" 
n'ont  pas  de  |)oinls  transcendants  en  dehors  de  1  ensemhie  discon- 
tinu k1. 

Les  fonctions jj'(:r)  vérifient  la  relation 

(3)  r''-f- A„.i(x,  jK»,  ^)7"-'-^...^Ao(:r.  jû.  I^)  =  o. 
Inversement,  on  a 

(4)  (j'«;«-^  A„_,(J^^,  a-)(jO)"-'^...^  Ao(J^^%  x)  =  o. 

Si  les  coefficients  Ay(  j:,  j)'",  ^t"  )  admettent  dans  le  champ  des  y° 
un  poiut  transcendant  isolé,  ce  point  est  un  point  essentiel  de 
Weierstrass,  et  nous  savons  (n"  0)  que  les  deux  écjuations  (3) 
et  (4)  ne  peuvent  avoir  lieu  simultanément. 

Donc,  les  Ay  sont  ou  des  fonctions  rationnelles  en  >",  ou  des 
fonctions  admettant  un  ensemble  parfait  et  partout  discontinu 
de  fioints  t/-a/)sccnd(i/ils. 

Je  dis  que,  dans  ce  dernier  cas,  aucun  des  coeflicients  \j[^j-'>}  ne 
peut  être  indéterminé  dans  le  voisinage  dun  point  sini:u- 
lier  y"  =  c. 

En   ellel,    s'il  en   e>l   aiiliemenl.    une  racine  au    moins   de  (3), 

soit  y=iy^  (x,  j*»,  x^  )  est  indéterminée  quaml^'"  tend  vers  c.  Or, 


(')    \'oir  lu  llicsc  de  M.  /orelli  (Journal  df    Mat/ieinatù/ues,  iyo6). 
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considérons  les  \aleiirs  au  point  j?  de  toutes  les  inl(''gr;des  y(x) 
réellement  exceptionnelles.  Ces  \aleurs  forment  dans  le  [)landesy, 
un  ensemble  soit  C'^^  partout  discontinu.  SijKi  (^,  JK",  -c"  )  fist  in- 
d('-terminé  quand  j'O  tend  verse,  il  existe,  en  dehors  del'ensemljle  C^., 
une  \alefn- Y  vers  laquelle  (')  tend  }'(  .c,  j)^",  x^)  pour  des  valeurs 
de  y^  tendant  vers  c.  ^Or,  l'intégrale  y{x)  définie  par  x^x., 
y  z=Y  -\-  s.  (î  étant  nul  ou  petit),  a  pour  x  =  x^  n  valeurs  véri- 
fiant (4)  et  distinctes  de  c;  pour  certaiues  valeurs  de  e,  elle  devrait 
en  avoir  une  (/^+  i)"""=  très  voisine  de  c,  ce  qui  est  impossible. 
En  conséquence,  si  les  Ay(x,y",  x^^  )  admettent  un  ensemble 
parfait  partout  discontinu  de  points  transcendants  jk"  =  c,  chaque; 
fonction    Ay   est  ou  continue  ovi   infinie  pour  )'"^c  et,  tlans  ce 

dernier  cas,  —  est  continu  pour  J'"  ^  c. 

Oi-,  de  telles  fonctions  ne  peu\ent  exister  si  Ton  admet  le  théo- 
rèiue  suivant  : 

Théorème  B.  —  Une  fonction  uniforme,  continue  daus  une 
aire  D,  et  cjiii  est  holoniorpke  dans  cette  aire  sauf  peut-être 
pour  un  ensemble  parfait  partout  discontinu  de  points  singu- 
liers, est  holomorphe  dans  toute  Vaire. 

Ce  théorème  a  été  démontré  par  M.  Zoretti  dans  sa  thèse.  Toute- 
fois, sa  démonstration  prête  à  certaines  critiques.  Il  serait  très 
intéress.int  que  le  théorème  B  fut  mis  hors  de  toute  discussion. 

Ce  théorème  une  fois  admis,  nous  aboutissons  à  la  conclusion 
suivante  : 

Quand  les  intégrales  y  (x)  d^  une  équation 

(')  ^  =  q6;7^  (P,Q  polynômes  en  j.,^, 

ont  n  branches  au  plus,  V intégrale  générale  y{x,   )  <•,  ,i  "  )  est 
une  fonction  rationnelle  de  y^ . 

La    <h''Uioustral  ion    s'étend    sans    f)cine    au    cas    où    les    coefd- 


(')   Il  ei»  existe  iiuJine  une  iiiliiiilé  foniiunl  un  etisenible  cuiiliiiu. 
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cieiils  rty(.r),  biix)  dos  polviioines  P  cl  (  )  en  i  N<.iit  des  f'onclions 
Iriiiiscendanlos  de  .f  ;'i  un  iioiiiliif  liiii  de  l)r.iu«dir>,  <|iii  ii";idtiK'llfnl 
(|ii  un  (Mis('iid)l('  d<''ii()iid)iMl)lr  lie  poiiils  siii|^idicrs. 

'27.  Conclusions  sur  h-s  rt/u<iti(jns  dont  les  inlii^nilcs  Y[x) 
ont  n  hianchcs  <iu  plus.  ■-  Des  deux  iiii-lliddcs  (|iic  nous  veiifnis 
d  iiuIkiikt  (')  |)(iiir  liiiilcr  l.i  (|iiis|j(iii  |u(si'-c.  I:i  iirciiiirn' 
rôsoiil  complrloiiienl  la  (jik-sIioii  d.ins  le  cis  de  n  ^^  a,  mais  pour 
èlro  ('lendue  au  cas  do  //  (jiielcou(|iir  rllc  (•xi<;erail  la  (h'-mon- 
sliation  prôalaldo  CCnw  tliôorôine  de  l.i  tln-orio  dos  fonrlioTis,  à 
savoir  lo  lliôorôino  A  du  n"  !2I,  llK-oiriiir  (|iii.  diiii>  le  ca>  le 
])lns  simple,  exprime  (jiio  \\\  J'onclion  .t(  ))  inK-rrso  iT  iinr  jOnclion 
entière  y{x)  ne  saurait  présenter  dans  le  champ  des  y  c/u' un 
ensemble  dénondtraldc  île  points  sin n^u licrs  transcendants. 

I.a   seconde  MK'liiode  s  ap|)lKpie  (rcjlf-im'nie  au  cas  dr  //  (pid- 


(')  On  poiirruil  suivre  une  troisième  niétliiMle  dont  le  priiiripe  e>t  l«  suivant  : 

(luanil  y"   tend   vers   une  des   valeurs  c.xccplionnelles  c,    un    point    criliijuc    ino- 

iiile    or  =  a  tend    vers    un    point    ç,   soit   ;  =  o,   la   valeur  correspondante  de   >',  à 

savoir    p  =  ^'(  a,  r",  a;"),    tendant   vers   une  des   valeurs,   soit  ^  =:  o,  défiRic    par 

0(a,  jâ  )  =  o.    Supposons    que   x   ne    soit    pas   en    facteur   dans    Q(.r,.>')    (pour 

y  arbitraire)  :   le  couple  0^=0,  y  =  o  doit  annuler  non  seulement  0,  mais  P: 

autrement,    ré<iualion    (1)    serait    régulière    pour  a:  =  o,   y  =  o  et  le   raisonne- 

P  o 

ment  du   n"  ^'i   s'appliquerait.   La    traction  —  est   donc   de   la    f»Miue  -  pour  j  ;=  o, 

y  =  o.  Admettons  maintenant  ([ue  nous  soyons  dans  un  cas  où  linlégrale  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(e)  \(x,  y  ),  Y(a;,  j')' =  C         (C  =;  const.  arbitraire), 

\,  V  désignant  deux  fonctitJiis  liolotnorplies  à  l'origine  jr  =  o,  y  —  o,  et  bs  deux 
courbes  X  =  o,  Y  =  o  ayant  l'origine  pour  point  simple  commun.  l'ar  liypoihé-.c, 
les  intégrales  ^'(^)  étant  des  fonctions  à  n  brandies  au  plus,  on  voit  aussitôt  que 
la  constante  numéri(iue  .«doit  être  réelle  et  commensurable  (positive  ou  négative). 
Pour  une  certaine  valeur  de  C  (correspondant  à  J7  =  x",  v  =  c),  la  courbe  (e) 
doit  se  décomposer  :  or    cela   n'est    possible,    si   s   est  positif,  que  pour  C  —  o. 

Si  s  est  négatif,  soit  s  = —  j-»  cela  n'est   possible  que   pour   C  =  o  et   C  =  x 

pour  C  ^=  o,  par  exemple,  A  branches  d'intégrale  y{x)  viennent  se  confondre 
avec  la  courbe  X  =  o.  La  métliode  consisterait  à  étendre  ces  ré>ullats  à  toutes  les 
singularités  dune  équation  (1),  si  compliquées  qu'elles  fussent.  .Vulremcnl  dit, 
il  fauilrail  démontrer  que,  parmi  toutes  les  brandies  d'intégrales  ^' =x/(x  )  qui 
existent  pour  x  voisin  de  ;,  celles  qui  corr<spondent  à  des  courbe*  intégrales  dé- 
composées ou  confondues  sont  en  nombre  lini,  ou  du   uioius  suul  deaombrabl«s. 
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conque,  mais  clic  suppose  un  antre  théorème  de  la  théorie  des 
fonctions,  à  savoir  le  théorème  de  M.  Zoretti  sur  les  fonctions 
uniformes  admettanl  un  ensemble  parfait,  discontinu  de  points  sin- 
guliers transcendants  (théorème  iîdu  n"  20).  Elle  seiait  plfincnicnt 
satisfaisante  si  ce  théorème  était  établi  d'une  façon  irr(''|)ro(liable. 
Il  est  intéressant  de  constater  le  rôle  essentiel  que  joiienl  deux 
propositions  d'apparence  abstraite  et  générale  de  la  th(''oric  des 
fonctions  dans  un  problème  aussi  naturel  et  simple  que  celui-ci. 

Etudier  les  propriélés  des  intégrales  y{x)  d'une  équation 
différentielle  algébrique  du  premier  ordre  et  du  premier  degré, 
quand  ces  intégrales  sont  des  fonctions  à  n  branches  au  /jIus  . 

28.  Les  considérations  précédentes  démontrent  dans  le  cas 
de  n  ^  2  et  mettent  hors  de  doute  dans  le  cas  de  n  quelconque, 
ce  fait  que  l'intégrale  générale  d'une  telle  équation  dépend  algébri- 
quement de  la  constante  j'*'  ('). 

Posons-nous  maintenant  la  question  sui\'ante  : 

Quand  chaque  intégrale  y  {x)  d'une  équation 
(I)  _Z  =  _ill^  (P,  Q  polynômes  en  7,0^) 

acquiert  au  plus  n  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles, 
V intégrale  générale  est-elle  une  fonction  algébrique  de  y*^  (-)? 


(')  lieniarquons  que,  celle  queslioii  une  fois  résolue,  une  aulre  (lucslion  se 
dose  encore  : 

Existe-t-il  des  erjualions  (i)  donl  chaque  intégrale  a  un  nombre  fini  de 
valeurs,  sans  que  ce  nombre  admette  une  limite  supérieure? 

Tous  les  raisonnemenls  précédents  supposent,  en  effet,  ce  noiuhve  au  plus  égal 
à  n.  Bien  que  l'existence  de  telles  équations  soit  tout  à  fait  invraisemblable,  la 
question  demanderait  à  cire  tranchée  rigoureusement. 

{■)  Adoptons,  pour  un  instant,  la  dédnilioii  proposée  au  n"  Ki  :  traçons  à  parlir 
de  ciia(|ue  point  ;  des  demi-droites  {coupures)  sans  point  commun,  et  supposons 
que  rintégrale  jk(^)  acquière  au  plus  n  valeurs  quand  x  varie  sans  franchir  ces 
coupures.  L'intégrale  générale  y{x)  est-elle  nécessairement  une  fonction  algé- 
bri<iue  de  y"'!  I.a  réponse  est  alors  sûrement  négative,  comme  le  montre  l'exemple 
du  n"  13,  où  y  acquiert  deux  déterminations  ou  une  seule  suivanl  (|ue  _)'"  est  inté- 
rieure ou  non  à  une  ccrlaine  aire. 
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Bien  que  lu  ii'poiise  doive  hieii  vraisenihlahlciiHiii  èin-  affiiina- 
tive,  une  niétliode  très  (lillt'Tente  de  eelles  des  n"  !2I  on  "Hi  sera 
nécessaire  pour  résoudre  la  question.  En  ellet.  d Une  part,  la 
luctliodc  du  II"  !2 1  .  dans  le  cas  de  Ai  =  2,  nou^  inonire  seule- 
ment que  J'i  +  y.i  et  y\yi  sont  des  fonctions  de  ./•  à  points  cri- 
tiques fixes  niais  (jui  admettent  ici  une  infinité-  {\r  hranc  lies. 
D'autre  part,  la  métliode  des  n"*  !24-t20  s'ap|iiiic  sur  ce  lait  (pie 
quand  1  iiilé^rale  j'(  ^^  j'",  .r"  )  tend  \crs  une  iiil('';;rale  exceplirui- 
nelle  y[x^  c,  a.'"),  un  point  critique  inohile  au  moins,  soit  s  z=  v.^ 
tend  vers  un  point  ^.  Or,  quand  les  intégrales  j'(j";  admeitent  une 
infinité  de  branches,  il  [)eut  se  Jaire  (|u'un  point  crilicpie  mo- 
bile .r  =  a  devienne  indéterminé  quand    r,,  tend   \ers  c.  C'est  ce 

que  montre  l'exemple jk'= ^ — dont  1  inléf;iale  générale  définie 

par  :ro  =  1 ,  _;^  =  y^  est 

y<» 

v/l-f-jKC  logJ^ 

pour  j^o  7^0?  J^-^^  acquiert  deux  \aleuis  autour  du  point  crilicjue 

1 
mobile  x  =  e    ^"  ;  pour  j'"  =  o,  y{x)  se  réduit  à  )■  ^  o,  et  le  point 

1 
criticiue   x- =  e    ^"  est  complètement    mdc'ternnné-  cpiand  y"   tend 
vers  zéro. 

29.  Si  les  coefficients  Oj(x),  Oi{x)  des  polynômes  P  et  (}  en  y 
ne  sont  non  plus  rationnels  mais  sont  des  fonctions  de  x  a  un 
nombre  fini  de  branches  admettant  un  ensemble  dénombrable  île 
points  transcendants,  les  méthodes  des  n"*  2I-2G  s'appliquent 
encore  ainsi  (jue  leurs  conclusions.  Mais  si  les  coefficients  sont  des 
fonctions  analytiques  (pielconques,  la  réponse  aux  questions  des 
n°'27  et  28  est  négative. 

QUELQUES  PHOI$LÈ.MKS  GKM:t5M  \   IIELVTII'S  AUX   ÉQU.\TI(»N> 

DU  imu;mii:i5  oubiu:. 

'M).  Sur  la  fonction  y[x^y^\  x").  —  Considérons  une  équa- 
tion (1  )  où  l*  et  (  )  sont  tics  polynômes  en  y  dont  les  coefficients 
sont  des  fonctions  uniformes  dex.  Soient  j"  el  ./•  denx  \aleuis  uu- 
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mériques,  distinctes  des  valeurs  ç,  et  r  =  cp(.r,  jk",  •^•"j  l'intégrale 
driinic  par  les  conditions  initiales  x  =  x^\  y  =  j"-  I^aissant  à  :r  la 
valeur  nuuu'rique  .r,  prolongeons  analyliciuenient  cette  fonction 
dans  tout  le  champ  des  y".  I.es  dillV-renles  branches  de  cette  fonc- 
tion représentent,  pour  j"  donné,  une  hranch»;  d'une  inté- 
grale/(x)  de  (i);  appelons  cp,  (^,  j",  j:"  )  celle  des  hranciies  qui 
pour  ^  =  —  a?"  se  n'-duit  à  r°  ;  les  autres  branches,  pour  x  =  x" , 
prennent  les  valeurs 

Toutes  ces  branches  Oiix^y^,  x^),  o^Ax,  y\  x»)  se  déduisent 
de  la  branche  <p,  (  :r,  7»,  :ro  )  en  y  remplaçant  jo  pour  'l/alJ'"), 
'^■iiy")'  6'^c.  On  peut  toujours  définir  la  branche  cp,  {x,  y",  x" )  de 
façon  qu'elle  soit  algébroïde  ])0ur  toute  valeur  de  j",  finie  ou  non. 
Toutes  les  autres  branches  seront  égaleuienl  algébroïdes  pour 
toute  valeur  dej",  si  les  diverses  expressions  '\i-i{y^),  '^a*,'"),  ••• 
sont  elles-mêmes  algébroïdes  pour  toute  valeur  de  j"  ;  mais 
si  'i/2(x''),  par  exemple,  admet  une  valeur  j*^^  c  comme  singula- 
rité transcendante,  la  fon('tion  cpo(a7,j>",  ^^  )  admettra  aussi  cette 
singularité  transcendante  j"  =  c  pour  x  quelconque. 

Considérons  les  diverses  branches  d'une  intégrale  y{x')  qui  se 
permutentautourdespointscritiquesmobiles,etsoientj)^'',  r°,jK", ... 

les  valeurs  que  prennent  en  .f"  ces  di\  erses  branches.  Ces  branches, 
dans  tous  les  cas,  correspondent  à  autant  de  déterminations  de  la 
fonction  o{x,  jk"?  •î^'"  )  ;  uiais  il  peut  se  faire  qu'e//e5  n'épuisent 
pas  tontes  les  déterminations  de  eette  fonction.  C'est  ainsi  que 
dans  rexeui|)le  du  n"  l(),  la  fouetion  ':i{^x,  y^.,  .r"  )  a  une  infiuit(';dc 
branches,  bien  que  chaque  iutégraley  (:r)  soit  une  fonction  à  deux 
branches  au  plus.  Insistons  sur  ce  cas  remarquable. 

31.  Intégrales  exceptionnelles.  —  Soit  Y(.>f)  l'intégrale  ih-liuie 
par  X  =  x^,  y  =  b;  l'intégrale  y{x,  j",  .r"  )  pour  )"  voisin  de  b, 
acquiert,  (|uand  x  tourne  autour  des  points  crilitpio  mobiles,  des 
valeurs  (pii  pour  ^  =  ^r»  sont  égales  àj>^',',J  I!,  ....  Supposons  ipiil 
existe  un  ensend)le  dénombrable  de  contours  fermés,  parlant  de  x" 
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pour  y  revenir,  indépendants  de  y'^  et  tels.  (]iic  [xuir  tnutes  Ifs 
valeurs  r"  voisines  de  lj,jyix,y»,  x"  )  acMjiiicil.  apn-s  ;i\<»ir  |»;ir- 

coiiru  ces  conlonrs,  taules  les  valeurs  j'",  y" (Jiiaiitl    il   ni 

est  ainsi,  y".  >-",  .  .  .  sont  des  fonctions  de  r"  al-c-ltroùlfs 
poiii- r"  =î />.  (^iiand  il  n'en  est  pas  ainsi,  nous  dirons  (pic  linti-- 
j^rale  \  (x)  =  y(x,  b,  ./"  )  esl  une  intri^rale  excritt innnrllr  I. 

I^'inléi;rale  V(a:)  éj;ale  à  h  pour  .r  ^  .r"  acquiert  en  ./•"  .  cpi.md 
X  varie  dans  son  plan  sans  tourner  autour  des  points  fi./  rs  'z.  les 
valeurs  \',',  Y!,',  .  .  .;  si,  pour  r"  \oisin  de  />,  on  peut  ('l.ddir  mlic 
ces  valeurs  et  les  valenis  analo^^ies  y",  y" dv. 

yix,yo^  ^•")> 

une  correspondance  uiu\<)t/ur,  iidle  «pie  r"  tende  vers  Y"  qiian<l 
j'"  tend  vers  6,  Y  n'est  sûrement  pas  une  inléj;iale  cxre|)tionne||e  I. 
[.a  inème  conclusion  s'aj)plique  si  l'on  considère  toutes  les  dt'-ler- 
iiiinalions  de  ^  {x)  et  Ae  y(^x),  «piaud  x  \arie  arbitrairenwnt ,  el 
si  l'on  peut  étal)lir  entre  ces  déleriuinalions  une  correspondance 
univoque  jouissant  de  la  même  propriété. 

11  suit  de  là  que  Y(r)  ouj>^(,r,  6,  .r"  )  ne  peut  être  une  inléi^rale 
singulière   l  sans   «piil  existe  des  /lerninlations  th'a/iouissantes 

pour  )"  tendant  vers  h;  autrement  dit,  l'intégrale  j)'(»r,  ^>'",  x^  ),  en 
outre  des  brandies  <[ui  tendent  iini\(i(piement  \ers  celles  de  \  (.r) 
pour  j^^"  tendant  \ers  b,  |)ossède  au  moins  une  autre  liranche, 
soit  z(x),  se  permulaiit  a\ec  les  pn''c<''dentes  aiiloiir  d  un  point 
crilicpie  inohiie,  et  cette  permutation  s"é\anouit  {')  pour  )"=A. 


(  '  )   La  brandie  z(x),  quand    v"  tend  vrrs  0,  ou   bien   tend    vers  une   inlcïiidle 

'/-'{x)  qui  n'est  pas  une  bf.inciic  de  Y(j:),  ou   bien   ne  tend  vers  aucune  limilc, 

ou  bien  tend  vers  la  même  brandie  de  V(a:)  qu'une  autre  branche  »ic  ^(x)  déjà 

y  (  y  —  2  ) 
considérée.  Par  exemple,  si  l'intégrale  générale  esf — = — ; =  consl.=  ^*C'* — '^)' 

(pour  ar'=i),  Tinléi^raley  —  o  est  exccpliDiinclle,  cl  quand  >"  tend  vers  zéro,  la 
secunvie  bram  lie  de  _>'(.r  )  icnd  vers_>'  ::h  2.  Dans  l'cxciiiple  liu  11"   '1  <>ii  l'on  1  liani;c_>' 

,  [         yO  ^     y         

en  -»    riiiU''!.;ralc  générale  est  y  c    .v  =  =^^ >    {x"  ^  \)  \    l'intégrale    »  •  =  o   esl 

y  X 

exceptionnelle;  pour    )'"  voisin   de   zéro,  la   iir.mdic   de    »(j:)   qui   esl  égale  à   y 

pour  j?  —  I,  se  permute  avec  une  brandie  z(x)  autour  du  poim  j;  ——  y'e       >'' 
et  (luand^"  tend  vers  zéro,  z{x)  ne  tend  vers  aucune   limite  dclermioée.  Enfin 
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Considérons  dans  le  plan  des  y",  tous  les  points  jk"^  c  tels  que 
l'intégrale  y  (t,  c,  x'^)  soit  une  intégrale  exceptionnelle  1.  On  voit 
bien  aisément  (comme  ati  n"  o)  que  l'ensemble  E  de  points  c  ainsi 
défini  est  un  ensemble  fermé. 

()aand  la  fonction  y  =  çi(  ^,  j'*',  .x^)  possède  d'autres  branches 
que  celles  qui  correspondent  aux  déterminations  de  la  même  inté- 
grale j>'(x),  permutables  autour  des  points  critiques  mobiles,  l'en- 
semble E  comprend  sûrement  une  ligne,  soit  L,  ([iii  jouit  de,  la  pro- 
priété suivante  : 

Une  certaine  branche  de  la  fonction  y=  z^ix^y^,  a.»)  prolon- 
geable  à  travers  cette  ligne  L  représente  d'un  côté  de  L  une  inté- 
grale y(x)  dont  une  détermination  est  égale  à  }"  pour  x  =  x'^,  et 
sur  L  et  de  l'autre  côté  de  L  une  intégrale  dont  aucune  branche 
n'est  égale  à  y^  pour  ^  :=  .r*^. 

C'est  ce  qui  a  lieu  dans  l'exemple  du  n"  16  :  l'intégrale  géné- 
rale j^(.r)  est  une  fonction  à  deux  ou  à  une  branche  sui\ant  que  y'^ 
est  intérieur  ou  non  à  une  certaine  aire  D'  du  plan  des  jk"-  Ea  fron- 
tière de  D'  est  une  ligne  L  qui  jouit  précisément  de  la  propriété 
énoncée  ('). 

32.  L'exemple  du  n"  17  nous  montre  que  des  circonstances  ana- 
logues peuvent  se  présenter  quand  les  coefficients  aj(x),  bi{x)  des 
polynômes  P,  Q  en  j^  sont  des  fonctions  h  une  infinité  de  valeurs, 
mais  n'ayant  qu'un  nombre  y?»/  de  points  singuliers. 

Mais  supposons  maintenant  que  V  et  O  soient  des  polynômes  en 
X,  y,  est-il  possible  que  les  mêmes  circonstances  se  présentent? 
ALUtrement  dit,  les  questions  qui  se  posent  sont  les  suivantes  : 

si  l'intégrale  générale  est  r-=  -,  c'est-à-dire      ^    —  =  — ^ — ;  (x"  =  ï), 

■^         x—C  y^-hx        y;,~irX 

l'inlégraie  y  =  o  est  exceptionnelle,  et  quand  y'^  leiul  vers  zéro,  les  dcn\  brandies 
de  y{x,y'')  tendent  vers  ^  s  o. 

(')  La  définition  des  intégrales  cxceplioriclles  I  ne  cnïncicic  |».is  Inul  <i  fail  avec 
la  définition  des  intégrales  réeliemenl  exceplionnelles  1  délinies  an  n"  "^'^  dans  le  cas 
où  les  intégrales  j'( a;)  orit  n  valeurs  au  plus.  F^'enseinbic  K  des  points  c  corres- 
pondant à  la  nouvelle  délinilion  se  compose,  dans  rexeinple  du  n"  10,  de  tous  les 
points  frontières  de  l'aire  D',  tandis  (juc  l'ensemble  C  des  points  c  correspondant  à 
l'ancienne  définition  contient  tous  les  points  de  U'  et  de  son  contour.  I,es  deux 
ensembles  IC  çl  v  coïncident  si  C  ne  comprend  aucune  aire. 
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Soit 

dy        V  (  V,  .r  ) 
")  dx'=^é^)  ^P.  QpoIvn,.m.senK,r) 

tiiK^  l'quallon  di (jércnliclli'  alf^chrùjiir  du  fnctnd'r  ordrr  d  du 
premier  degré,  et  soit  y{x,  i  ",  x^)=^  'f  (•^?  J'"j  *^")  i intégrait' 
de  cette  équation  qui,  pour  x^=  j:",  est  égale  à  >". 

I  "  Si  laissant  à  x  cl  .r"  des  valeurs  miin('ri<nies  x  et  x^  distinctes 
des  valeurs  ;,  on  prolonge  analytiquenienl  la  fonction  'j(x,  >'",  x") 
dans  le  clianip  desj^/*",  celte  fonction  acquiert  sûrement  toutes  les 
déterminations  correspondant  aux  diverses  brandies  de  l'inté- 
i;rale  j^(j7,  j'",  x^)  qui  se  permutent  quand  x  varie  dans  son  plan 
sans  tourner  autour  des  ^o\ï\li>  Jlxes  \  (').  Peut-il  arriver  que  cette 

fonction  '^{x,  r",  -p"  )  i>ossède  d'autres  détern^inalions? 

2"  Les  intégrales  exceptionnelles  I  peu^ent-tdles  former  un 
ensemble  non  dénombrable? 

La  réponse  à  ces  deux  questions  est  affirniutivc  (juaml  les  coet- 
ficients  aj(x),  b/(x)  des  polynômes  I^cL  (^  eu  )'  /le  sont  pas  algé- 
briques. Il  est  très  vraisemhlaLle  (pi'elle  est  négatur  (pi.iml  (••■s  coef- 
ficients sont  rationnels  ou  algébriques  :  mais  une  démonstration 
rigoureuse  apparaît  comme  très  difficile.  Et  pourtant  c'est  là  une 
question  que  l'étude  analytique  générale  des  équations  (i)  ne 
semble  guère  pouvoir  es(pii\er. 

Remarquons  <pie  la  seconde  question  reniV-rmc  eu  (pit-lcpie  sorlr 
la  première,  en  ce  sens  fpie  si  la  seconde  est  résolue  pai-  la  négative, 
il  en  est  de  même  a  fortiori  de  la  première. 

33.  Soient  )M  .r,j-",  x"  )  l'inligrale  géuéralc  ile^^i  j.  cl  r  1  .f,  c,  x°  i 
une  intégrale  exceptionnelle  I.  La  valeur  >"  =  c  peut  être  (mais 
n'est  pas  nécessairement)  un  point  singulier  transcendant  d  uiif 
ou  plusieurs  brandies  de  la  fonction  •)•=»(  j',  )°,  a'").  L'en- 
semble E  des  points  r  du  plan  des  ) "  est  touj<nirs  fermé  :  s'il  est 


(')  Si  l'on  prolonfîc  la  fi>ni  lion  --six,  )*,  x')  dans  le  ciiaiiip  dos  x*.  on  obtient 
sûrement  toutes  les  l)ranclu's  de  lintcgrale  _>(.r,  _>°,  x°)  qui  se  pcrniiilcnl  quand 
X  tourne  tant  autour  des  points  riiticpies  lixes  (|ue  <lcs  points  criti(|ues  mol>ilcs. 
Mais  peut-il  en  exister  daulics?  Dans  tous  les  cas,  il  est  plus  simple  de  prendre 
j^"  comme  constante  arbitraire  plutôt  que  x". 
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dénoinbrablc,  l'ensemble  dérivé  csL  contenu  dans  E  et  est  lui-même 
dénombrable. 

Dans  l'exemple  du  n"  i,  l'équation 

^  ^        7 

dx        a-  (  y  -H  I  ) 

possède  deux  intégrales  exceptionnelles  I,  à  savoir  y  ^  o  et  y  ;^oc. 
La  fonction  >' :^  es (:r,  7",  x^^  est  définie  par  la  relation 

j/-"=ro  est  un  point  transcendant  d'une  infinité  de  brandies  de 
o\x^  y^  x^  ),  de  même  que  y^-=^  00.  Lorsque  y"  tend  vers  zéro,  le 
point  critique  mobile  unique  x  ^  y.  dey(j7),  à  savoir 

tend  vers  le  point  x  ^  vz  qui  est  un  point  ^;  quand  y^  tend  vers 
l'infini,  ce  point  critique  est  complètement  indéterminé. 

Comment  cette  dernière  circonstance  peut-elle  se  produire? 
Pour  des  valeurs  Ae  y'^  de  module  indéfiniment  croissant,  le  point 
critique  ^  =  a  tend  vers  i  par  exemple  ;  l'intégrale  y{x),  égale  à  y" 
pour  a?  =  x^^  prend  donc  la  valeur  y  =  —  1  quand  on  va  de  x^  à  un 
certain  point  a  voisin  de  1  sur  un  certain  cbemin  L;  mais  ce  clie- 
ininL,  comme  on  le  voit  aisément,  tourne  autour  du  point  critique 
fixe  ;r  =  o  un  nombre  de  fois  qui  croît  indéfiniment  avec  |j^"l.  Si 
l'on  veut  que  L  reste  extérieur  à  un  cercle  de  centre  .r  =:  o  et  de 
rayon  petit  mais  donné  s,  la  longueur  de  L  croît  indéfiniment 
avec  \y^\- 

On  conçoit,  d'après  cela  ('),  comment  la  même  circonstance  ne 
peut  se  produire  (piand  le  nombre  des  brandies  des  intégrales  y{x) 
est  au  plus  égal  à  un  nombre  Uni  //.  Nous  avons  montré  (11"  ^4) 
que,  dans  ce  cas,  toni  point  crilicpic  mobile  ^  =  a,  autour  ducpid 


(  '  )  Si  y"  Iciul  vers  un  point  c  sur  un  clieinin  continu,  des  considcralions  ana- 
logues nioHlrcnl  que  tout  point  critique  mobile  x  =  (x.  autour  duquel  se  i^crniulenl 
deux  branches  Ac  y{x)  qui  cessent  de  porniulcr  pour  7',,— c,  ou  bien  est  indé- 
terminé, ou  bien  tend  vers  un  point  \. 
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sepenmitenl  deux  lir-anches  de  y  (  :c,  y",  x")  qui  cessent  de  se  per- 
muter pour  y"  =  <;,  teiul  mV^ssaiienicnt  \ers  un  point  :  (pi;ia<l  ■>'" 
tend  vers  c. 

34.  Équations  différentielles  algéhriqnes  de  premu'r  ordre. 
—  Toutes  les  conclusions  et  tous  les  |)rol)lrines  tpii  pn'ii-dnit  ont 
leurs  analogues  (')  pour  les  équations 

(I)  F(y,  J,  a^)=o, 

OÙ  F  est  un  polynôme  en  y',  y  et  x. 

En  particidier,  la  proposition  f^énérale  ilii  ii"  I  -<  ,ip|ili(pic  à  ces 
équations  :  Si  Ion  excepte  un  nombre  fini  de  junnls  ./■  =  ;  qui 
se  déterminent  aigébriquement  sur  l'équation,  les  intégrales 
y{x)  de  (!)  n'admettent  que  des  points  singuliers  mobiles,  qui 
sont  tous  algébriques.  Seuls  les  points  Ji.ves  ;  pein-ent  être  des 
points  singuliers  transcendants. 

Convenons,  comme  au  n"  o,  de  dire  que  1  mlt-ur-d»-  générale 
de  E  est  une  fonction  à  //  Krauciies  si  clnMinc  iiit<'i;ralf  y{x)  est 
une  fonction  à  //  branches,  exception  étant  faite  pciil-élrc  |»our 
certaines  intégrales  formant  un  enscmMc  dé-nomhralile. 

Convenons  de  dire,  de  même,  ipir  rintt'^ralc  l'éné/ale  possède 
n  déterminations  pcrnintahles  antour  des  poinl•^  (  rili(pies  mobiles, 
si  chaque  intéi;ralc  y[x)  acquiert  exactement  //  déterminations 
quand  x  varie  arbitrairement  mais  sans  tourner  (-)  autour  des 
points  ç,  exception  étant  faite  |ieiit-èlre  pour  certaines  inléj,'ra[es 
formant  un  ensemble  dénond)rable. 

Le  théorème  qui  correspond  au  théorème  du  n"  8  ^  énonce  ainsi  : 

Quand  l'intégrale  générale  ac(juiert  seulement  n  détermi- 
nations autour  des  points  cr. tiques  mobiles  {en  particulier 
quand  c'est  u/w  fonction  à  n  branehe^).  l'intégrale  y{x)  de 
l'équation  (1)  est  une  fonction  algébrique  île  y" .  et  cette  équa- 
tion   s'intègre    algébriquement,    ou    bien   par    une    transfor- 


(')  Voir  mes  Leçons  île  Sloc/./iol/n,  p    4*i-!l''^.  m-"  («^  iSJ-i;!. 

(-)  Le  sens  de  celle  expression  est  le  même  qu'au  ii"  G:  le  ronloiir  fermé  C  ne 
tourne  p;is  autour  «lu  point  ;,  si,  .juand  x  a  panourii  une  fois  tout  le  contour  C. 
l'argument  du  verteur  ^x  reprend  la  même  valeur. 
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/nation 

u  =  riy'^  y,cr)         {r  ralionnel  en  y\  y  algébrique  en  x)^ 

se  ramène  soit  à  une  équation  de  Riccati 

(II)  ^  =  A(,r)«5+B(^)if^G(.r), 

soit  à  la  quadrature 

(III)  ^''  =K(x^dx. 

/(l  —  i<2)  (l  —  A-'M^) 

oii  A,  B,  C  sont  ai^éhriques  et  oii  k-  désigne  une  constante. 

De  plus, /;o///' /«  donné,  on  sait  reconnaître,  à  l'aide  d'unnoml)re 
fini  d'opérations  rationnelles,  si  l'intégrale  générale  de  (I)  jouit  de 
la  propriété  énoncée,  et  si  oui,  on  sait  ellectivement  intégrer 
l'équation  (I)  ou  la  ramener  à  l'équation  de  Riccati  (II)  ou  à  la 
quadrature  (III). 

3o.  IVoposons-nous  le  même  problème  sans  que  n  soit  donné 
et  en  écartant  le  cas  où  l'équation  (I)  s'intègre  algébriquement. 
Autrement  dit,  cberchons  à  reconnaître  si  l'intégrale  géné- 
rale y  [x)  de  i\)  est  une  fonction  tiivinsce-nuante  qui  n'acquiert 
qu'un  nombre  fini,  jsojv  noNwr,,  de  valeurs  autour  des  points  cri- 
tiques mobiles,  ce  nombre  étant  le  mén\e pour  chaque  intégrale, 
sauf  peut-être  pour  un  ensemble  dénombrable  d' intégrales 
particulières. 

La  réponse  est  la  suivante  :  On  sait,  à  Vaide  d'un  nombre  fi /u' 
d'opérations  algébriques,  reconnaître  s'il  en  est  ou  non  ainsi, 
ou  intégrer  V équation  par  la  quadrature  de  dif) éientielle 
totale 

M(jK,  '-i')  {dy  — y' dx)  =  consl.., 


/' 


M  désignant  une  fonction  cdgébrique  de  (.r,  y)  et  y'  la  fonc- 
tion algébrique  de  x,  y  définie  par  (I). 

Dans  ce  dernier  cas,  pour  que  l'équation  (i)  rentre  dans  la  caté- 
gorie étudiée,  il  faut  et  il  suffit  que,  prêtant  quelconque  et  u  dési- 
gnant /  M(  ^,  x)  dy^  l'une  des  deux  expressions  c^"  ou     .^  ■  soit 
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alg(;l)i-i(|iio  en  ^^,  pour  (I(;s  valeurs  conveiiaMes  des  (-(tiislanles  A 
et  /.-.  On  j)eiil  (lire  encore  (|iii'  ri'Mjiintlon -y- =  .M(  )'j  doit  <l<'fiiiir 
une  fonelion   )'(//)  à  un  unnihie  liui  île  hranelie^. 

n('fHfn(///r.  —  Dans  !<•  dci-uicr  cas  exceplionnel  deuil  nous  v enfuis 
de  parler,  le  proltièuie  pos<''  se  trouve  en  lail  ranicni'  au  même  j)ro- 
hlème  concernant  une  ('(pialinn  (I)  où  x  ne  flf^urc  jias.  Le  cas 
où  r  ne  figure  pas  ajiparaît  donc,  au  point  de  suetpii  nous  occupe, 
couime  un  cas  cxceptionnellemenl  dilïieile  ('  )  au<piel  se  ramènent 
Ions  les  cas  où  le  prohlèine  posé  n'est  pas  cfunplèteinenl  résolu. 

De  plus,  eoinuie  miu--  I  a\()ns  rcniarejiH-  d(''j:i  ;iu  ni),  le  cas  ou 
Yccimalou  s"\i\{i'^vc  algcù/iquc/nent  échappe  à  la  luélliode  ;  le  [)ro- 
l)lème  posé  est  donc  plus  facile  à  résoudre  (|uan<l  linléj^rale  i,n'nt'- 
rale  est  transcendante  que  (juand  elle  est  algébrique. 

36.  Enfin,  il  est  impossible  de  ne  pas  se  demander,  comme  au 
n"  18,  quelle  est  la  nature  de  i inté<::rale  de  (I  )  f/uand  rliaque 
intégrale  yix)  est  une  fonetion  à  n  branches  kv,  m. us.  Pdiu- //  =:  :>. 
la  méthode  du  n"  !*-)  montre  rigoureusement  «pie  >'(.r  )  est  une 
fonction  al^éhraïue  de  i"",  et  dès  lors  les  conclusions  du  n"  3i 
s'appliquent;  mais  pour  pouvoir  être  étendue  au  cas  de  //  cpiel- 
conque,  la  méthode  exigerait  la  démonstration  préalable  du  théo- 
rème (A)  (p.  iGy).  Qiuint  à  la  méthode  des  W'  23-:20,  elle  peut 
être  appliquée  aux  é(piations  (  l),  et  elle  aboutit  aussi  à  cette  con- 
clusion que  r{x)^  dans  le  cas  étudié,  est  une  l'onction  algébricpie 
de  j».  Mais  elle  s'appuie  sur  le  théorème  (B)  (^p.  176). 

D'u'.ie  manière  générale,  toutes  les  propositions  démontrées 
dans  le  cas  où  y'  entre  dans  (1)  au  premier  degré,  s'étendent  sans 
peine  au  cas  où  ce  degré  est  (pu-lcDuipie. 


(')  Le  problème  qui  consiste  à  reconiiallrc  si  une  intégrale  abélicnne  a  une  ou 
deux  péri.xlcs  niifennc  en  purticulier  les  |)n)bltMn«>>  (l'Al)el  :  leconnallre  si  l'inlé- 

giaic     /   ^  II'-'  «|u  une    |»('iiode.    Le<   si)!uti<ins   partielles 

(liiniiées  par  Tci>.M)ycii«'ir  .-l  /.ul.ilanf  nioninMU  !<•  cjrai-lrrc  arittimt-n'/in'  des  dtf- 
ficultés  (lu  problème. 

FIN. 
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